۱ ۳۹ 17 یه 4 2 
م ا ہے للا مھ 
3 
س سے ۶ هیا هه 5 2 3 
سا 2 o}‏ اه انا ۳۳۰ 
--» ]اوه ۱ھ 
0 1 2 43 
بر هه و 2 ف هه ڪڪ 
۸٤‏ 1 م یرہ 
۰ 
ع وزارة التربية والتعلیم 
86 
و مر طصاہ MINISTRY OF EDUCATION‏ 


قررت وزارة التربیة والتعلیم تدریس 


هذا الكتاب وطبعه على نفئقتها e‏ 


الرياضيات 
١‏ تلصف الأول الثاتوي 
الفصل الدراسی الأول 


ما بعمية ارات نترع عمد ةا اكيس 
ان ال سا هش یی قيا لخم رم 
طبعة ۲۸ ۱ه-۱۲۹ه 
۰۷ ۰م 6د A‏ 1 يريع انا لداع 


(3) وزارة التربية والتعلیم ء ۱۶۱۹ه 

فه ر سة مكتبة ا ملك فهد ال وطنية أثناء النشر 

السعودیة وزارة التربية والتعلیم 

الریاضیات : لاصف الأول الثانوي : الفصل الدراسي الأول ط 5‏ الرياض 
۶ ص ۲۳۷۲۱ سم 

ردمك : ۲۱٦< ٤‏ ۱۹۰ - ۹۹7۲۰(محموعة) 

۷۲ -۹۹۲۰-۱۹(ج۱) 

١‏ -الرياضيات -كتب دراسية ۲ - التعلیم الثانوي- السعودية - کتب دراسية 
أ العنوان 


ديوي 6۱۰,۷۱۲ ۱۹۸۳۵۸۸ 


لهذا الکتاب قيمة مهمة وفاندة كبيرة فلنحافظ عليه 


إذا لم نحتفظ بهذا الكتاب فى مكتبتنا الخاصة فى آخر 
العام للاستفادة فلنجعل مكتبة مدرستنا تحتفظ به... 


موقع الوزارة 


۲٢۲۲۲ ۲۲۰۱010٥۰803 


حقوق الطبع والنشر محفوظة ١‏ 0 
موقع الادارة العامة للمناهج 


لوزارة التربية والتعليم www.moe.gov.sa/curriculum/index.htm‏ 
70 تسد البريد الالكتروني للإدارة العامة للمناهج 


curriculum @moe.gov.sa 


E: 


5 


+ 
اج 


7 


Ep: .‏ هم 
۳ لو“ فك 
لم د 


مقدمه 

الحمد لله رب العالمين علّم بالقلم» علّم الانسان ما لم يعلم. والصلاة والسلام على سيدنا 
ميد سید الأوليخ وال خرین: نٹ معلما رمانیا وع الد وصحۃ اکن 

آما بعد فإننا نقدم لأبنائنا طلبة وطالبات المرحلة الثانوية الجزء الأول من کتاب 
الریاضیات للصف الأول الثانوي» وفق المنهج الذي اعتمدته وزارة التربية والتعليم والذي تمت 
مناقشته في ندوة ضحّت ممثلين للجامعات السعودية وعدداً من الباحثين والمربين والميدانيين من 
مناطق مختلفة من المملكةء وذلك خلال الفترة 9 -۱۰ جمادى الآخرة لعام 505١ه.‏ 

جاء المنهج» وبالتالي الكتابء مبنياً على المناهج المطوكرة في المرحلتين الابتدائية والتوسطت 
وجاء العديد من المفاهيم الواردة فيه امتداداً لا تعلمه الطالب والطالبة في المرحلة المتوسطة مع 
التعميق الذى تقتضيه طبيعة المرحلة. 

فى الوقت ذاته فقد راعينا کون الطالب والطالبة فى هذا الصف سيكونا على مفترق الطرق 
ليتجها نحو القسم العلمي أو القسم الأدبي» ما جعلنا نراعي الفروق الفردية بین الطلبة والطالبات 
خاصة في تنويع الأمثلة والتمارين. 

كما راعينا عند تأليف الكتاب السهولة والإقلال من التجرید» ما أمكن. وربط مواضيعه 
بأمثلة من حياة الطالب والطالبة العملية وبالمفاهيم التي تقدم لهما في المواد الأخرى کالفیزیاء 
والکیمیاء والأحياءء» وبا يصادفهما فى هذا العصر التطور من معطيات تقنية متقدمة وبتاريخنا 


يضم هذا الجزء آربعة آپواب هي : 
الباب الأول ‏ : المنطق الریاضی والحموعات. 


الباب الثانی ‏ : العلاقات والتطبیقات. 
البالب الثالٹ : الهندسة الستویة. 
الباب الرابع ‏ : العادلات والهندسة التحليلية. 


وقد تم عرض الفاهیم الواردة في هذه الأبواب بشکل يساعد الطالب والطالبة على محاولة 
التعلّم الذاتي» إذا ار دنا ذلك. لذا فقد بنیت الفاهیم على معلومات الطالب والطالبة السابقة 
وتم إيضاح كل مفهوم من خلال أمثلة متنوعة» لعلها تساعد غالبية أبنائنا على استیعاب هذه 
الفاهیم. ونصيحتنا لهم بالاعتماد بعد توفيق الله تعالى» على الکتاب سعياً وراء ذلك . 
أملنا أن تصلنا من إخواننا الدرسین والدرسات ملحوظاتهم مفصلة. حول محتويات الکتاب؛ 
من خلال التطبيق العملي الميداني» شاكرين لهم تعاونهم ابا والله ولي التوفيق. 
وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العالمين 
وصلی الله على سيدنا محمد وآله وصحبه. 


المؤلفون 


فهرس الصفحة 


الباب الأول : النطق الریاضی والحموعات 


۱ تهید 1۳ 
٢-١‏ العبارة ( البسيطة والمركبة ) ERR anaes‏ 
٣-١‏ جدول الصدق yS‏ 
٤-١‏ آدوات الربط لوخد ود eee e‏ وش ارات توق و 
۱ العبارات المتكافئة وم و و وتو 
٦-١‏ الاقتضاء الم مل وم ل مق ل ل ا أ ها وک و وا دبا وا وی 
۱ طرائق البرهان مم سس 1 
١۔۸‏ الحموعات والعمليات علیها ہج مس م+ ا مق ی 


1 قھید وذ م2۸ف۷ڈمس ےھ‎ ١-٢ 
مفهوم التطبيق سس ےت ہم نٹ سمش می‎ ۲-۲ 
آنواع التطبیقات مس تم مہ و‎ ۲-۲ 
حصیل (تركيب) التطبيقات امس سس مس مس سس‎ ٤-۲ 
e معکوس التطبیق‎ ٥-۲ 


الباب الثالث : الهندسة المستوية الصفحة 
۱-۳ تشابه الضلعات 227279 مس ۱ 
۲۳ المضلعات المنتظمة م110105005588ا #3131 وف 
۳-۳ قیاس الزوايا ومساحة قطاع دائري ہکےہ ا VV‏ 


الباب الر ابع : العادلات والهندسة التحليلية 


000 المعادلات من الدرجة الثانية في مجهول واحد‎ ١-5 

۲-۶ المعادلات الجبرية في متغيرين 00050 ا 32370700 

٣-٤‏ معادلة الخط الستقیم .ہہ سس تح تحت 

525700 05 نظام معادلتين من الدرجة الأولى في متغيرين‎ ٤-٤ 

٥-٤‏ نظام معادلتين من الدرجة الثانية في متغيرين سس 

1۳ الدائرة‎ ٦-٤ 
أجوية تمارین الکتاب‎ 


الباب الأول 


۹ے ##سحك : 


من حكم الله جل شأنه. في هذا الكون أن يولد الإنسان وهو لا يعلم شیتا: 7م 
ويتعلم شيئا فشیتا وكلما اقترب من بلوغ الرشد والنضج زاد إدراكه ووسع خياله وتفكيره كيه 
بلتعلّم والتوجيه قادرا على التمییز بين الخطأ والصواب في حدود مبْلَغه من العلم وتجاربه 
ومؤثرات مجتمعه. 

والرياضيات كفرع من فروع المعارف تعتبر من الأولويات التي لا يستغني عنها إنسان. فهو 
يحتاج في حياته اليومية إلى استخدام الأعداد وإلى بعض العمليات عليها .. ومن أهداف تعلم 
الرياضيات التعود على الدقة في التعبير والتسلسل المنطقي في الحديث والقدرة على تحديد 
العبارات ا خاطئة والعبارات الصائبة وخدمة الكثير من العلوم الأخرى. ولكي نحقق هذه 
الأهداف يلزمنا تعلم شيء من «المنطق الرياضي» فما هو المنطق الرياضي؟ 

إن المنطق الرياضي هو أحد فروع الریاضیات. ويهتم بدراسة العبارات والربط بينها وتحديد 
ما إذا كان استنتاج معين منها صائباً أم خاطتا حسب قواعد محددة. . واستخدام رموز وإشارات 
ومصطلحات متعارف عليها بين الرياضيين كافة. لا ت تترك مجالاً للاجتهاد أو اللبس. كما يهتم 
النطق الرياضي بتقديم طرائق البرهان لقضية ماء والاهتمام بالتسلسل النطقي وتبریر خطوات 
البرهانء والتمييز بين المعطيات (الفروض) وبين المطلوب إثباته. 


۲-۱ العبارة (اللبسيظة واثررکبة) : 


تنقسم الجمل في اللغة إلى 3 قسمين مختلفین : 


أولاً : ایل الانشائية : وهی التى لا تحمل خبرا معا مکل جمل النهی والطلب والنداء 
والتعجب والتمني وغيرها. 
اتا + امل الخبرية : وهی التى شب ل لنا خبرامعینا. 
ومن أمثلة ا حمل الانشائية 
١۔‏ لا تجالس الأشرار ۔ 
۲- جالس الأخیار. 


۳- کم سورة مد حفظت ؟ 
٤‏ - ما آجمل التحلی بالأخلاق الفاضلة ! 


ومن آمثلة الجمل الخبرية : 
٥‏ - خلق الله الجن والإنس لعبادته. 
١‏ - أحل الله البيع وحَرّم الربا. 
۷- رأس الأمر الإسلام وعموده الصلاة وذروة سنامه الجهاد في سبيل الله. 
۸ - یتجه السلم في صلاته شطر السجد ا حرام. 
٩‏ - ما جعل الله لرجل من قلبين في جوفه. 
٠‏ الثلث التطابق الأضلاع متساوي الزوایا. 
_١‏ ۲۳+ ۵ 
۲۔ ۹ .٦>‏ 
۳- مساحة الستطیل - الطول × العرض 
٤۔‏ البترول من آهم مصادر الطاقة. 
۵ - الزكاة ركن من آرکان الاسلام . 
٦۔‏ الأسد حیوان آلیف. 
>٥+۶٤ -۷‏ ۸ في مجموعة الأعداد الطبيعية. 
۳-۸ > ه في مجموعة الأعداد الطبيعية. 
۹۔ صلاة الجنازة فرض عين. 
٠‏ س + ۷-۳ حیث س أي عدد صحيح. 
٣+ ۲ ١‏ ص > ۳ حیث ص أي عدد حقيقي. 
اس" < ۰ حيث س أي عدد حقيقي. 
تأمّل الأمثلة السابقة وحاول أن تحکم على کل جملة بالصواب أو بالخطأ. 
لا شك أنك لاحظت أن الجمل الانشائية (من 147-217 ) لا معنی إطلاقاً لوصف أي منها بالخطأ 
أو الصواب. و کذلك ا حال بالنسبة لأي جملة انشائية في اللغة. إذ هي لاتحمل إلينا خبراً یکن أن 
نصفه بالصواب أو الخطأ. آما الجمل الخبرية (من «۵»-«۱۹ ) فقد لاحظت أنه بالامکان الحكم 
على أي منها بالصواب أو با خطاً حیث وجدت الجمل من (۵) الی(۱۵) كلها صائبة. في حين أن 
الجمل من(۱5) إلى (۱۹) كلها خاطتة. ولکن يجب أن یکون حکمك على جملة بالصواب أو 
با لفطاً مبنیاً علی معلومات سابقة تکون عقابة البرهان علی صحة حکمك. 


فمثلاً عندما تصف الجملة )٥(‏ بالصواب فان برهانك على هذاء كمسلم قوله تعالی: 
«ومَا تِن و إن دون 3 . ووصفك للجملة (۱۷) بآنها خاطئة مبني على معرفتك 
فى الریاضیات أن " + 4 = ۱۰ فى محموعة الأعداد الطبيعية. 

۱ آعذ النظر جيداً في ا جمل الخبرية التي وصفتها بالصواب أو الخطأء ثم آجب عن السوال 
الاتي : 

هل يمكن أن نصف جملة خبرية بآنها صاثبة وفي ذات الوقت بأنها خاطئة؟ إن إجابتك ستکون 
بالنفي قطعاء فلا يكن أن نصف جملة خبرية بأنها صاثبة وخاطئة في آن واحد » فمثلاً الجملة 
٦ > ۹)۱۲(‏ صائبة لذلك فلا يكن أن تصفها بأنها خاطتة. 

انظر إلى الجملتين الخبريتين (۰)۲۰ (۲۱). وحاول أن تحکم على كل منهما من حيث کونها 
صاثبة أو خاطئة» إنك لن تستطیع ما هو السبب ؟ 

إن الجملة (۲۰) احتوت على الرمز الجهول س لذلك فصوابها وخطوها تابع لقيمة س. ومن 
معلوماتك الرياضية تدرك بسهولة أن ا حملة (۲۰) صاثبة عندما تأخذ س القيمة ٤‏ فقط. و خاطتة فیما 
عدا ذلك . كما أن الجملة (۲۱) احتوت على الجهول صء لذلك فصوابها و خطو‌ها تابع لقيمة ص . 
سب کو و یا 
هي آکبر من 0 أو تساوي !ل تجعل هذه الجملة صائبة بة. وأخيرا بالرغم من أن الجملة )۲٢(‏ 
تحتوي على الجهول س إلا أنك تستطیع الحکم بأنها خاطنة لجميع قیم س ؛ لأنك تعلم مسبقاً أن کل 
عدد س سواء كان سالباً أو موجباً يكون مربعه عددا موجبا دوماء وهذا يعني أنه أكبر من الصفر 
(لاحظ أنه إذا كانت س = صفرا فان صفر < صفر جملة خاطئة). 

وبشكل عام فان الجمل الخبرية التي تشتمل على مجهول ( أو أكثر ) يكون الحكم على صوابها 
وخطتها تابعاً لقيمة المجهول (أو المجاهيل). ونهتم کثیراً بتحديد قيم الجهول ( أو المجاهيل) التي 
تجعل جملة خبرية صائبة» كما رآیت. وكما سترى مستقبلا عند دراسة المعادلات والمتباينات 
( المتراجحات). 

استناداً على ما سبق فإننا نميز بين نوعين مختلفین من الجمل الخبرية ونضع ضابطاً لها في 
التعريف الآتي : 


کل جملة خبرية » يكن الحكم عليها بآنها صاثبة أو خاطئة » تسمی عبارة . و کل جملة 
ی واه کت ار 


إن العبارة # E‏ عبارة بسیطة لاتھا تحمل الینا خبرا ولخدا . في حين أن 


البارا ا بان * عبارة مركبة لأنها تحمل إلينا خبرين : الأول : 
« ما عندکم ینفد » والثاني : «ماعند الله باق» أعط مثالا لعبارة تحمل آکثر من خبرین. 


تعریف (۲-۱) 
عو ات تج 2 وکل عبارة تحمل آکثر من حر تسمی 


عبارة مر كبة 


۳-۱ جدول الصدق : 


بفرض أن أعبارة ( سواء كانت بسيطة أو مر کبة) فإنها كما رأيناء إما أن تکون صائبة أو خاطئة 
ولا يكن أن تكون صائبة وخاطئة فى وقت واحد. 

إذا كانت العبارة أ صائبة فترمز لذلك بالرمز ص وإذا كانت خاطتة فنرمز لذلك بالرمز خ» 
ونلخص ما تقدم بالجدول (۱-۱) والذي نسميه جدول الصدق للعبارة أ . كما نسمي كلاً من 
ص وخ قيمة الصدق للعبارة أ . 
نفي العبارة. 
إن العبارة : تطلع الشمس من الشرق عبارة صائیق 
ونفيها هي العبارة : لا تطلع الشمس من المشرق وهي عبارة خاطئة. 


جدول (۱-۱) 


كما أن العبارة : الخوارزمي عالم أمريكي هي عبارة خاطتة نفیها هي العبارة : ا خوارزمي 
ليس عالاً أمريكياً أو لیس صحیحا أن ا خوارزمي عالم آمريكي وهذه عبارة صاثبة. ما تقدم نقبل 
القاعدة التالية : 

نفي العبارة الصائبة عبارة خاطئة والعكس صحيح» آي نفي العبارة الخاطئة عبارة صائبة. 

وإذا كان أ رمزا لعبارة ما فان رمز نفي هذه العبارة هو« - أ۷( ويقرأ نفي | ) ويكون الجدول 
(۲-۱) هو جدول الصدق للعبارتين | و - أمعاً. 


جدول (۲-۱) 


عين العبارات في ا حمل من (۱۵-۱) مع ذکر السبب عندما لا تکون الجملة عبارة : 
١‏ -المؤمنون اخوة. 
۲ أطع والديك. 
۳- السعید من اتعظ بغيره. 
٤‏ يا علي آکرم ضيفك. 
ه_الحوت من الثدییات. 
٦‏ - النیل من آنهار آسیا. 
۷-ما آحسن الصبر عند الشدائد ! 
۸- لا تنه عن خلق وتأتى مثله. 
٩‏ -يا لیت نفسي تحدثني بالجهاد في سبيل الله. 
٣٠۔٣‏ س + ا۷ا دس وی 
اا الشسر الارض الاي ' ` 


٦ 


۲ الك کشر 

۳-برید الله يكم الیسر ولا بريد کم العسر . 

. البر حسن الخلق والائم ما حاك في نفسك‎ ٤ 

۵ - مساحة الثلث لا تساوي نصف حاصل ضرب قاعدته في ارتفاعه. 

7 -يَيّن العبارات الصائبة والعبارات الخاطئة في التمارین (۱۵-۱). 

۷ - توجد عبارة مفتوحة في مجموعة التمارین (۱۵-۱) عینها. ثم حدّد متى تکون صائبة ومتی 
تکون خاطئة ؟ 

۸ اکتب نفي کل عبارة وردت في التمارين » (۰6۳ (٦)ء‏ ركك)ء (15) . ومن ثم عین 
قيمة الصدق لها ( يعنى إذا كانت العبارة بعد نفيها صائبة فاكتب أمامها ا حرف ص وإذا كانت 
الغبارة يعد نفیها خاطتة فاکتب آمامها اطمرف خ ). 

٩‏ - اکتب نفي العبارة الفتوحة التي حصلت علیها في التمرین (۱۷). ثم حدد متی تکون صائبة 
ومتی تکون خاطئة ؟ 

۰ استخرج عبارتین مركبتين من بين العبارات الواردة في التمارین (۱۵-۱). 


: آدوات الربط‎ ٤-١ 


لربط جملة مع جملة آخری تحتاج عادة إلى رابط بینهما وآدوات الربط في اللغة العريية كثيرة 
منھاء على سبیل ا مثالء حروف العطف وآدوات الشر ط. 
إن آدوات الربط التی سندرسها فى هذا الباب هی : 
۱- حرف العطف «و» ھی ۱ 
۲- حرف العطف «آو» ویرمز له بالرمز (۶». 
۳ آداة الشرط « إذا ...فان » ویرمز لها بالرمز -4. 
٤‏ - آداة الشرط (إذا وفقط إذا » ویرمز لها بالرمز جه . 
لاحظ أن آداة الشرط الأخيرة غير شائعة الاستعمال في اللغة ( بهذا النص ولکن الریاضیین 
یهتمون بها ). 
ومن أمثلة العبارات المركبة الرتبطة بالأدوات السابقة ما یلی : 
یرنه له پگ الس ولا ری کم الصر: ۱ 


۲ - ليس علیکم جناح أن تأکلوا جميعا أو آشتاتا. 
۳-]ذا توقف قلب الانسان عن النبض فانه هوت. 
٤‏ - يكون الثلث متطابق الأضلاع إذا وفقط إذا كانت زوایاه متساوية. 

العبارات المركبة السابقة كل منها مكونة من عبارتين بسيطتين ارتبطتا بواحدة من أدوات الربط 
السابق ذكرها. حاول أن تكتب فى كل حالة العبارتين البسيطتين. وإذا رمزت للعبارة البسيطة الأولى 
پالسرف آ فى كل خالة وللعبارةالبسيطة الثانية بالخرف ب ناعد کتابة الأمشلة الاربعة مستخدماً 
الحرفين آو پ ورور ادوات الريظ: 

ستجد اجابتك على الترتيب هي (۱) أہب (لأنك رمزت للعبارة «يريد الله بكم اليسر» با حرف أ 
وللعبارة «لايريد بكم العسر» با حرف ب والرابط بينهما حرف العطف و فالعبارات المركبة إذن هي 
0ب 0پ رایپ (4) اجهنب, 

ولا کان أحد الأهداف الأساسية فى الرياضيات هو تحديد قيمة الصدق لعبارة ما سواء كانت 
بسيطة ارم ركا نات سنبین ما اتفق علیه الریاضیون بخصوص تحدید قیم الصدق للعبارات 
المركبة. وحیث إن العبارة الر كبة تتکون من عبارات بسيطة وأدوات ربط بينهاء كما رأيناء فان قیم 
الصدق لعبارة مركبة تعتمد على كل من : 
۱- قیم الصدق للعبارات البسيطة الکونة للعبارة ال ركبة. 
۲ أداة أو آدوات الربط الستعملة في هذه العبارة. 

والآن لنفرض أن أء ب رمزان لعبارتين مختلفتين ... نعرف أن عدد قيم الصدق الختلفة لكل من 
العبارتين بمفردها اثنان» انظر الجدول (۱-۱). ولكن حاول أن تعرف عدد قيم الصدق المختلفة للعبارة 
المركبة من أء ب معاً. 

إنك ستكتشف آربع حالات مختلفة. لقيم 
الصدق للعبارة المركبة من أ» ب معا هي : 

الحالة الأولى : العبارة أ صائبة والعبارة ب صائبة. 

الحالة الثانية : العبارة أ صائبة والعبارة ب خاطتة. 

ا حالة الثالثة : العبارة أ خاطئة والعبارة ب صائبة. 

الحالة الرابعة : العبارة | خاطئة والعبارة ب خاطتة. 


جدول (۳-۱) 


إن الجدول (۳-۱) يمثل ا حالات الأربع السابقد. 


بنفس الفكرة لو كانت أ ء ب » ج ثلاث عبارات مختلفة فإن عدد قيم الصدق الممكنة للعبارة 
المركبة من العبارات الثلاث معا هو ثمان.. حاول بنفسك أن تكتب هذه الحالات الثمان. ومن ثم 
ضعها فى جدول مائل للحدول (۲-۱). 


ال ابط «و» 


إذا استخدم الرابط «و» بین عبارتين أء ب ليعطي العبارة المركبة أ ~^ ب فان الرياضيين قد 
اتفقوا على التعريف ( أو القاعدة ) الآتى : 


تکون العبارة المر كبة أہ ب صائبة في حالة واحدة فقط هي الحالة التي تكون فيها العبارة 
أ والعبارة ب صاثبتین في وقت واحد. 


اتعنی ‏ : يحب الومن الجهاد. 
ب تى + لایکر: لقاء العدو. 
جه :لابب لوس ايان .پٹ دا 
د تعني : يكره لقاء العدو (لاحظ أن دهي سب ). 
حدد قيمة الصدق لكل من العبارات المركبة الاتية : 
(۱) امد (۲)ج جرد (۳) رب ( چ ت 


نعلم أن أ عبارة صائبة وکذلك ب عبارة صائبة في حين أن ج عبارة خاطئة و کذلك د عبارة 
خاطتة إذن استنادا على التعریف (۳-۱) نجد أن العبارات المركبة جمیعها خاطئة ما عدا العبارة 
المركبة ام ب فهي صائبة. 


الرابط « أو» 
إذا استخدم الرابط « أو » بين عبارتين أ ب لیعطی الغيازة ارک أ ت فان الرياة ك 
اتفقوا على التعريف الآتى : 


تعریف (۱ -) 
ی ار پ ۶ ب اه 9ي ٰ۹ ۹ و 
۷٢١) ۹٥۵‏ 


تعنی ١‏ العسل من النحل. 


ب تعنی : عدد الخلفاء الراشدین ثلاثة. 
جس : الجمل آسرع وسائل الواصلات. 
د تعني : الهواء ضروري للحياة. 
عين قيمة الصدق لكل من العبارات المر كبة الآنية : 
5 0 يدي لاي ييه تایه ورین( 


با آن كلا من العبارتین أ د اة وان کلا من العبارتین بے ج خاطعة : إذا سادا ای 
التعریف (۶-۱) نجد أن العبارات المركبة جمیعها صائبة ما عدا العبارة ال ركبة ب مب ج فهی 
خاطتة. 
ال ابط ۱ إذا ....فان» : 

ذا استخدمنا هذا الرابط بین عبارتین أء ب لتحصل علی العبارة ال ك هب «وتقرا إذا 


كانت أ فان ب ) فإن الریاضیین اتفقوا على التعریف الآني : 


تعریف (۱ - ۵) 


تکون العبارة الر که | E‏ حالة واحد: فقط. هی امالة التی تکون نیما 
المار: اصانه والمار: ‏ اد 


لنفرض أن : 

اتش : الشمس آکبر من القمر. 

ب‌تعني : القمر آصغر من الارض. 

انف كلا من العبارتین ومن ثم عين قيمة الصدق لکل عبارة فیما يلي : 

۵( )یب اوها دی ری اھ .)هاون 


(۷) آے تن (۸) ~ اسه ت. 


می العبازة: لست الس أكير من القن آما “ت تھی الغبارة؛ لیس القمر اضر 

إن العبارة أ صائبة وبالتالي فإن نفيها (أي ~ أ) عبارة خاطئة. وبا مثل ب عبارة صائبة وبالتالي 
تكون - ب عبارة خاطئة. وباستخدام التعريف (۵-۱) نستطيع الحكم على العبارات المركبة 
بأنها كلها صائبة ما عدا العبارة : أ هه ن ب تھی خاطتة. ( لاحظ آننا إذا وصفنا عبارة ما بآنها 
صائبة فان قيمة الصدق لها هی (ص)؛ وبالعکس إذا وصفنا عبارة ما بأنها خاطتة فان قيمة صدقها 
هي (خ))ء 


الرابط «إذا وفقط إذا ») 

إذا كانت أ ء ب أي عبارتين فإنك تعرف قيم الصدق الممكنة لكل من العبارتين المركبتين : 
(1-ه ب (۲) بے أ ء وذلك وفق التعريف (۵-۱) والآن لنستخدم الرابط (و) بين 
العبارتین (۱) (۲) لتحصل علی العبارة ار کبة) (۳) ( اهدي 2( ب دا )وال قرا 
إذا كانت | فإن ب و ٍذا كانت ب فإن أ ورغبة في الاختصار نکتب العبارة (۳) بالصورة (4) 
اجه ب اي آن : ۱ 
أجه ب تعني ( + ب) ہ (ب 7 

ونستنتج أن للعبارتین )٤(.)۳(‏ قیم الصدق نفسها. وبالتالي فلا داعي لاعطاء تعریف 
لقیم الصدق عند استخدام الرابط ١إذا‏ وفقط إذا» لأئنا نحصل على هذه القیم بواسطة الرابط 
« إذا ... فان » والرابط «و» اللذین سبقت دراستهما . 

لنوضح ما سبق بالمثال الآتي : 


لنفرض آن ‏ ب عبارتان صائبتان» حیث : 


انف كلاً من أ ء ب ثم آوجد قيمة الصدق لكل عبارة ما يلي : 
ھا (۲) جهن رمات اجون (1)- اجو دن 
۳ : س عدد غير زوجي» وهي عبارة خاطتة, لاذا ؟ 


ب تعنی : س لا یقبل القسمة على ۰۲ وهی عبارة خاطثة لاذا ؟ 
۱- اپاپ تعني( باوب -> أ ) وهي عبارة صائبة لأن كلاً من العبارتین : 
انب پا صائبة وفق التعریف (6-۱). 


| 
۲ اجے - ب تعني (اے - ب ) م (- ب أ) وهي عبارة خاطئة» لأن العبارة 
۱ 


6 اج پ تعنی ( اے٭ب)ہ(ب حي 2| ) وهی عبارة خاطتة لأن ب ه - | 
خاطتة. ۱ ۱ 
E:‏ اھ شر رسد اس )۸( تن هت | ) وهی عبارة صائبة لان كلا من 
العبارتین ا سه -ب, سب ه س | صائبف ماذا؟ ۱ 
نستخلص من هذا ا شال أنه إذا كانت أء ب أي عبارتین فان قيمة الصدق للعبارة المركبة 
| جه ب صائبة فی حالين» هما عندما تکون العبارتان أ عت صائين معا أو خاطنين معاء 
وخاطئة فيما عدا ذلك . 


نختم هذا البند بتقديم الجدول ( 4-۱) والذي يلخص ما توصلنا إليه بخصوص قيم الصدق 
الممكنة لعبارة مركبة من عبارتين ( أءب مثلا ) ربطتا بأحد الروابط الأربعة السابقة. 


.ت1 
EE‏ ظط كاك 
٦ ° ٤ ۳ ۲ ۱‏ 


جدول (1-۱) 


بتأمل الجدول (4-۱) نجد أن : 
العمودین (١)ء‏ (۲) مع العمود (۳) تعطي ا حالات الختلفة لقیم الصدق للعبارة المركبة 
أمب. 
العمودين (١)ء‏ (۲) مع العمود (4) تعطي ا حالات الختلفة لقيم الصدق للعبارة المركبة 
آپ تیاه 
العمودین (۰)۱ (۲) مع العمود (9) تعطي ا حالات الختلفة لقیم الصدق للعبارة المركبة 


ایت 


العمودین (١)ء‏ (۲) مع العمود )٦(‏ تعطي ال حالات الختلفة لقیم الصدق للعبارة ال رکبة أجه ب . 
إن جدول (4-۱) مهم جد لأننا بوساطته نستطیع بشکل سریع وسهل أن نحدد قيمة الصدق 


لأي عبارة مر كبة. 
تت 
لنفرض أن : 
أتعنى : الرياض عاصمة المملكة العربية السعودية. 
ل : الدمام ميناء على البحر الأحمر . 
ج تعني : القاهرة عاصمة سوريا. 
د تعني : المسجد الحرام في مكة الکرمة. 
عين قيمة الصدق لكل عبارة فيما يلى : 
)اع 0اچ نهد یجي 
(۵) دع 0بی (۷)آجھ چے ()جدجهه 


من معلوماتنا ا جغرافية نعلم أن قيمة صدق کل من أ د هي «ص» في حين أن قيمة الصدق 

لكل من ب» ج هي (خ). 
والأن استنادا إلى الحدول (4-۱) نجد أن ؛ 

۱-قيمة الصدق للعبارة اب هي «خ» (انظر إلى تقاطع سطر الحالة الثانية مع العمود (۳) 
من الجدول ( ۱-)). 

ادق الصدق للعيارة | ہہ ج هي «ص» (انظر إلى تقاطع سطر الحالة الثانية مع العمود (4) 
من الجدول (1-۱)) . 

۳ قيمة الصدق للعبارة ب -> د هي (ص) (انظر إلى تقاطع سطر الحالة الثالثة مع العمود (5) 
من الجدول (4-۱)). 

)5( قيمة الصدق للعبارة ب جه ج هي «ص) (انظر إلى تقاطع سطر الحالة الرابعة مع العمود‎ - ٤ 
.))4-۱( من الجدول‎ 
وهكذا تكمل الفقرات الباقية بالطريقة ذاتها.‎ 


ارين ۱ د ۲۲ 


عین العبارات الصائبة فیما يلى : 
١‏ لا نهتم في الریاضیات بتحدید الصواب والخطأ لعبارة ما. 
۲ إن الله يأمر بالعدل والاحسان وإيتاء ذي القربی. 
۳ العبارة الواردة في التمرین (۲) مكونة من آربع عبارات بسيطة. 
4 آدوات الربط التي رکزنا على دراستها هي آربع أدوات فقط. 
5 تحدید قيمة الصدق لعبارة مركبة لا تعتمد على أداة الربط الستخدمة. 
- تحديد قيمة الصدق لعبارة مركبة تعتمد على قيم الصدق لر کباتها البسيطة فقط. 
۷ إذا كانت ب ترمز لعبارة مركبة صائبة فان نفي ب ( - ب ) عبارة خاطئة. 


أوجد العبارات البسيطة المكونة لكل عبارة مركبة فيما يلي : 
8 -إِنّا نحن نزن الذكر وتا له لحافظون. ۱ 
۹۔ الصلاة والزكاة والحج من أركان الاسلام. 
۰ - لا يحب الناس الرجل المتكبر أو النافق. 
۱ - یستفید من جالس العلماء أو جالس الأخيار أو جالس العقلاء. 
۲۔ إذا كان س ۱ فان س۱-۲ = صفرا: 
١‏ إذا كان ۳*۲ - 5 فان ۲ +۵#۳. 
5 - تتقدم الأمم إذا وفقط إذا أخذت بالعلم . 


5 ا Ta‏ کم مد 


۲ - اکتب التعابير الواردة في التمارين (۸) )٠١(-‏ على صورة رمزية . 
۷ -عين قيمة الصدق للعبارات الر كبة الواردة فى التمارين .)٠١(-)۸(‏ 
۸ العبارتان الآتيتان صائبتان : 
الأولی : س - ۲ جذر للمعادلة نب ۲) (س-۳) < صفرا. 
الثانية : س ‏ ۳ جذر للمعادلة (س-۲) (س - ۳) - صقرا 


اذکر العبارات الصائبة فيما بتي : 
(أ) العادلة ( س-۲) (س-۳) = ۰ جذراها ۲ و". 
(ب) العادلة (س-۲) ( س - ۳) = ۰ آحد جذریها ۲ آو ۳. 
(ج) العادلة (س-۲) ( س - ۳) = ۰ آحد جذریها ١‏ أو ۳. 
(د) العادلة (س - ۲) (س-۳) = ۰ جذراها - او 4. 
(ه) العادلة (س-۲) (س-۳) = ۰ آحد جذریها - ۱ أو 4. 


آنشیم جداول الصدق للتعابیر الاتية : 
١ - ۹‏ ہب 
۰٠۔-اہڑ(ا‏ ودب 
01 يم (امب) 
1ے اهي 
“ان اتف 
۶( ھت )ےج 


۵ اہ( بہجہ). 


إذا كانت | تعني : نزل المطر» ب تعني : اخضرّت الأرض فاکتب الترجمة الکلامیة لا يلي : 
-٦‏ ۱ ہب 

۷ے اھب 

۸ اھت 

8 ایب 


الوك يننج اهب 


٥-١‏ العبارات المتكافئة 
لنفرض أن : 


انع س عدد زوجي. 
ب تعنى ا س عدد يقبل القسمة على ۲. 

من معلوماتنا الرياضية نعلم آن هاتين العبارتين ]ما آن تكونا صائبتین معا أو خاطتين معا إذ 
يستحيل . مثلاً» أن تکون العبارة أ صائبة والعبارة ب خاطئة في الوقت نفسه. نقول في مثل هذه 
الحالة إن العبارتين أ ب متکافتتان. وبشكل عام نقدم التعریف الآني : ۱ 


تعریف ( CC‏ 
نشول إن العبارتین ۰1 ب متکافتتان منطقیا وللاختصار متکافتتان» إذا كان لهما قیم الصدق 


نفسهاء ونرمز لذلك بالرمز - ب 
(وتقرا اتکافی ب). 


ينتج عن هذا التعریف أن نفي عبارتین متکافتتین يعطي عبارتین متکافتتین آیضا . أي إذا 
كانت أ عب فان - 1 = 7 ب. 

واستخدام فكرة تكافؤ العبارات عظيم الأهمية في البراهين الرياضية» فهي تمكننا عند برهان 
نظرية ما من الانتقال من عبارة إلى عبارة مكافئة لها فى عدة خطوات تنتهى بالمطلوب اثباته. كما 
سترى ذلك إن شاء الله. 


"0+0+٣ 


إذا كانت أ ء ب أي عبارتين فان 


البرهان : 

۱-ان > - -١‏ 1) ء لأن لهما قيم الصدق ذاتھاء 
کااظیرئٰ دول( فا 

إن التكافؤ صحيح بین العبارات الثلاث لأن لكل 


منها قيم الصدق ذاتهاء كما بظهر في الأعمدة : 
(ه). (5) ۷(۰) من الجدول(١-5).‏ 


)5-١( جدول‎ 


۳- إن التكافؤ صحيح بين العبارتين لأن لهما قيم الصدق نفسها كما يظهر في العمودين (۰)۸ (۹) 
من الجدول .)5-١(‏ 


١-تحقق‏ أن اہ ب = پھ آوان آپ پت سب | رام الإبدال): 
۲۔ تحقق أن أه ب با ہے ۔- ب» حيث ## تعنى لا يكافىئ. 


نظرية (۱ -۲۰) 
لای عبارنن ی2 نان : 
JE‏ ا ا 


ادن 


البرهمان 

١‏ استخدم الأعمدة الأربعة الأولى من الجدول (۲-۱) ثم أضف إليها ثلاثة آعمدة جديدة 
ولتکن مثلاً آرقامها (٥)ء‏ (٦)ء‏ (۷) .. ضع في العمود (9) العبارة ال رکبة أ ب وفي 
العمود )٦(‏ العبارة ‏ (أہ ب) أما في العمود (۷) فضع العب ارة المركبة 
یی 
عين قیم الصدق لهذه العبارات. تجد أن العمودین (5) ء (۷) متطابقان» أي لهما قیم الصدق 
نفسها ومن ثم فان - (اہ ب)ے سأي ب. 

۲ استخدم فكرة مشابهة تماما لما فعلته في الفقرة .)١(‏ 


انف كل عبارة فيما يلي ومن ثم عيّن قيمة الصدق لها : 
١۔‏ لا يحب الناس الرجل المتكبر . 
- الشمس كوكب أو القمر نجم . 
۳۔۷ > ۸ - ٢×٢‏ 


. -إذا زاد طولا ضلعى المستطيل فان مساحته تزيد‎ ٤ 


١-يحب‏ الناس الرجل المتكبر. 

۲ - لیس صحيحاً أن « الشمس كوكب أو القمر نجم » أو نستخدم العبارة المكافئة لها حسب 
الفقرة (۲) من النظرية (۲-۱) وهی : «لیست الشمس كو كبا وليس القمر نجما ». 

لیس نلیتا أن )۷> 27-15 4) أو حسب الفقرة (۱) من النظرية (۲-۱) تکتب : 
۷< او +× . 

٤‏ - ليس صحيحا أنه « إذا زاد طولا ضلعي المستطيل فان مساحته تزيد » أو نستخدم العبارة 
المكافئة لھاء حسب الفقرة(۳) من النظرية (۱-۱) وهي : زاد طولا ضلعي المستطيل ولم 
تزد مساحته. 
جا أن العبارات )١(٠ )١(‏ .(5 ) صائبة فان نفى كل منها عبارة خاطتة ... آما العبارة (۲) 
فهي » كما تعلم. خاطئة ولذلك فان نفیها عبارة صائبة. 


٦-١‏ الاقتض:اء 


إن الاقتضاء الریاضی. آو اعضتصارا: الاقتضاء من الأمور التى يكثر استخدامها فى البراهین 
الرياضية» وبخاصة عند استخدام العبارة الشرطية. 
لنفرض أن : 


أتعنى : ۸ عدد زوجى. 
ب تعنی : ؟ لا يقسم العدد ۸ 


إن العبارة الشرطية المركبة أ ب خاطئةء كما عرفناء فى حالة واحدة فقطء هی ال حالة الثانية 
( انظر الجدول ( 4-۱ ) السطر الثانى. العمود «۵» ) وهی ا حالة التى تكون فيها العبارة | صائبة 
والعبارة ب خاطئف آي العبارة الشرطية المركبة الآنية : ۱ ۱ 
إذا كان ۸ عدداً زوجياً فإن ۲ لا يقسم ۸ 

حاول أن تؤيد خطأ هذه العبارة المركبة.. فى العبارة الشرطية المركبة ١‏ سه ب» السابقة إذا 
استبعدنا الحالة الثانية وأبقينا ا حالات الثلاث الأخرىء التی فى کل منها تكون العبارة الشرطية المركبة 
ا> ب صائبة ( اكتب هذه الحالات الثلاث رمزياً ولفظياً» فإننا نقول : إن العبارة | تقتضي العبارة ب. 
ونرمز لذلك بالرمز أ ح> ب ( يقرأ | تقتضي ب). ۱ 


ls 


لأي عبارتين أء ب نقول : إن | سي ب إذا كانت العبارة الشرطية اسه ب صائبة دائما. 


ملحوظات (۱-۱) 


١‏ -إذا تحقق التعریف )۷-١(‏ لأى عبارتين أء ب قلنا : إن الاقتضاء أ -> ب متحقق أو صائب. آما 
إذا لم يتحقق التعريف فإننا نقول : إن الاقتضاء غير متحقق أو خاطی ونکتب حينئذ و ب 
( وتقرأ أ لا تقتضي بالضرورة ب). 


؟-يماأن | هب سے سب هد ]|ء حسب (۲) من النظرية (۰)۱-۱ فان الاقتضاء 
+ أس> ب » متحقق إذا أثبتنا أن العبارة الشرطية سم به -اصایبة. 


۲-فی العبارة الشرطیة: | هب کسمی اع ان القدحة ( آو العظیات أو اروخ )وتسمی 
ب التتيجة ( آو الطلوب). واذا کان ١‏ سه ب متحققا سنا : إن تحقق | شرط كاف 
لتحقق ب. 
4 قدیکون ١‏ سه ب متحقفاً ف ین آن ب هه أغیر متحقق ‏ ومثال ذلك : 
بفرض آن | تعني : طارق طالب في ابشامعةء ب تعني : طارق ا الا الثانوية. یکون 
الاقتضاء « اے ب» متحققا أي أن : طارق طالب في الجامعة يقتضي أن طارق تم الرحلة 
الثانوية. في حين أن الاقعضاء « ب هأ » غير متحقق لأن کون طارق آتم الرحلة الثانوية لا 
یقتضی بالضرورة کون طارق طالبا فى الشامعة. تقول فی هذه االة وأمثالها : إن تحفق | شرط 
كاف لتحقق ب في حي ن أن تحقق ب شرط غیر كاف لتحقق 1 . وقد نعبر عن ذلك بصورة آکیر 
اختصاراً فنقول : إن تحقق أ شرط كاف وغير لازم لتحقق ب. 
٥۔إذا‏ کان | سے ب متحققاً وکان ب سے | متحققاً آیضا فإننا نرمز لذلك بالرمز اجه ب. ونقول 
عندئذ : إن العبارة أ تكافئ العبارة ب (أي أن الرمزين : جه . = يصبحان لهما دلالة واحدة ). ويكن 
أن نعبر عن ذلك بالقول : إن تحقق | شرط لازم وكاف لتحقق ب. ( بين أن التکافق « أ جم ب» بحدث 
فقط عندما تكون العبارتان الشرطيتان : أ ه ب. ب ه أءصائبتين معا أو خاطئتين معا ). 
٦‏ -یکون التکافؤ جه ب غير متحقق ( ويكتب | جكب ب ويقرأ | لایکافی ب) إذا كان أيه ب 
أو بعس أ . 
الثال الآني يوضح كلا من (٥)ء‏ (7) من اللحوظات ( ١-١‏ ). 


بفرض س عدد حقيقي ‏ آي من التكافؤين متحقق؟ 
١‏ ۔ س ۳ جم ٢س ٦=‏ 
۲-س =۳ جم س" ٩=‏ 


۱- س ۳ سے ٢س‏ = ۰ متحقق» لأنه بضرب طرفي المقدمة (س-۳) في العدد ٢‏ نحصل على 
النتيجة (۲س = ۳×۲ . 


کذلك ۲س = ۰ حم س -۳ متحقق. لانه بقسمة طرفي القدمة(۲س = 5 ) على العدد ۲ 

نحصل على النتيجة ( س <۳). 

إذن س = ۳ جه ٢س‏ -5 صائب. وهذا يعني أن س = ۳ شرط لازم وكاف لکون ٢س‏ -5. 
۲-س-۳ حه س" = ٩‏ متحقق. لأنه بتربیع طرفي القدمة (س-۳) نحصل على النتيجة 

(س.س<۳ ۳۷ ). 

ولکن س"-9 حم س- ۳ قد لا يتحقق, لأنه بجذر طرفي القدمة (س" = )٩‏ نحصل على 

قیمتین هما س = ۳ أو س = -۳. 

وهذا يعني أن س" = ٩‏ په س -۳. وبالتالي فان : 

س۳ جم س" ٩=‏ خاطی» أي أن : س = ۳ جكهه س" -۹. 

وهذا يعني أن س =۳ شرط كاف ولکنه غير لازم لکون س" -۹. 


۷-۱ طرائق البرهان 


لقد عفنا العبارة» سواء آکانت بسيطة أم مركبة» بأنها الجملة الخبرية التي يكن الحکم علیها 
بأنها صائبة أو خاطئةء ولا تکون صائبة وخاطئة في آن واحد. وحتی يحكم الإنسان على عبارة ما 
بالصواب أو بالخطأ فلابد أن يكون على دراية تامة با تعنيه كل كلمة تدخل فى تركيبها.. إن من 
یتحدث باللغة العربية سیحکم بصواب العبارة « الوردة حمراء » ذا كان يعرف العنی القصود 
بالکلمتین « الوردة » و «حمراء» كما أنه سیحکم بخطأ العبارة ( الشمس کوکب » إذا كان یعرف 
العنی القصود بالکلمتین : «الشمس» و«ک و کب». (إذا لم تستطع أن تحکم على عبارة ما بالصواب 
أو بالخطأء فهل يصح لك أن تقول بأن هذه ليست عبارة ؟). 

إن تحديد الصواب والخطأ (قيمة الصدق) لعبارة ما أمر فى غاية الأهمية لا فی الرياضيات 
فحسب. بل کی جمیع العارف وفي كل شوون البشر.قنحن الا الاسلامية جمیع العبارات التي 
نحتاجها في عباداتنا وفي بیعنا وشرائنا وتزاوجنا .. إلخ نحکم علیها بالصواب أو بالخطأ وفق ما 
سو ہی نا نا صائبة. 
فیکون الحكم بموجبها بثابة برهان على صحة حکمنا. فلا العبارة ا بحوز آن بعد يَعتّق الانسان دیناً 
غير دين الإسلام » عبارة خاطئةء وبرهاننا عليها قوله تعالى ٭ نيبي رسک دیا قن 
20 منه * (سورة آل عمران آية ۸۵). (حاول أن تورد أمثلة مشابهة وتحكم عليها وفق 
الكتاب أو السنة). 


إن كلاً من العبارتین ( يتمدد الحديد با حرارة) و« لا بصلح ثمر النخل بدون تأبير : تلقیح"» 
صاثبة والبرهان على ذلك التجربة والشاهدة. 

إن العبارة « كل مستقيمين في الستوي اما متوازیان أو متقاطعان في نقطة واحدة أو منطبقان» 
صائبة ولکن لاحظ أن حکمنا ناتج عن معرفة صُنْبَقَ مني على تعریف توازي مستقیمین 
وتقاطعهما وانطباقهما لا آننا لا نستطیع وضع تعریف للکلمات : مستقیم مستوي» نقطة. و کلها 
ظهرت فى العبارة السابقة. إن هذه الکلمات و آمثالها مصطلحات رياضية ندر کها دون تعریف 
ونسمیها مفاهیم أولية. وإنطلاقاً من هذه الفاهیم نعرف القطعة الستقيمة ونصف الستقیم والقطاع 
الزاوي والثلث والمربع ... إلخ. 

إن الحكم على صواب أو خطأ عبارة ما یستنتج أحياناً من صواب أو خطأ عبارة معلومة لدينا قبلها. 
وربا تكون هذه العبارة الثانية محكوم عليها وفق معرفة حكم سابق لعبارة ثالثة وھکذاء حتی نصل إلى 
عبارة قبل صوابها دون برهان. تسمى هذه العبارات التي نقبل صوابها دون تعليل مُمَلّمات ( أو 
موضوعات أو مصادرات أو بديهات) . ومن أمثلة هذه السلمات : 
(أ) عبارات القرآن الكريم. 
(ب) العبارات التى بنيت على التجربة العلمية والمشاهدة. 
(ج) العبارة الهندسية الأساسية التي لا نجد ما يناقض صحتها مثل : 

۱ يمر من نقطتين مختلفتين في المستوي مستقيم وحيد. 

۲ - من نقطة خارجة عن مستقيم معلوم ير مُستقیم وحيد مواز للمستقيم المعلوم. 
ان ما سم تی هذا اعد يوحي شرع أسالیب البرهان على ضراب از خطاًعبارة ما نهتاله 
مثلاً لبرهان التجريبي والبرهان الاحصائي والبرهان الرياضي . وسنهتم فیما يلي بتقدیم بعض 
طرائق البرهان الرياضي. 


إن معظم العبارات الرياضية التي يطلب البرهان على صوابها تکون على شکل عبارات 
شرطیق فان لم تكن کذلك. فإنه غالباً ما نستطیع تحویلها إلى عبارة شرطية. وهذا وقد رأينا أنه إذا 
كانت العبارة الشرطية : | ب صائبة وکانت أ صائبة» فان النتیجة ب صائبة» ویکون 
الاقتضاء | م ب صائبا. وهذا ما نسعی إلى الوصول إليه دائما. أي نفترض أن القدمة ‏ صائبة 


ونبرهن أن صوابها يقتضي بالضرورة صواب النتيجة ب . وتعرف هذه الطريقة بطريقة البرهان 
الباشس وقد نلجأء أحياناء إلى طرائق أخرى مكافئة لهذه الطريقة مستخدمین ما برهناه في النظرية 
(۱ ۱ ) . ولتبیان ما تقدم نورد ما يلي : 


آولا : البرهان الباشر 
تعتمد هذه الطريقة على الاقتناع بأن علاقة الاقتضاء متعدية ء ونعني بذلك : أنه إذا كان 


آے بب ج فان آے ج. 


وعلی سبیل المثال« تعلم من دراستك في الحديث أن جبریل عليه السلام أتى النبيء گا ء 
وصحبه ليعلمهم أمر دينهم فبين لهم معنى الإسلام ثم الإيمان ثم الاحسان » فإذا فرضنا أن أ تعني : 
خالد رجل محسن, ب تعني : خالد رجل مؤمنء ج تعني : خالد رجل مسلم» فان وفق مراتب 
الاسلام : | م ب ٤ب‏ سه ج . ومن الواضح أن أ م جب لأن الإحسان أعلى مرتبة من الإيمان» 
والایان آعلی مرتبة من الاسلام. ویسمی آحیانا هذا الأسلوب فى البرهان الطريقة الاستنتاجیة 
و کمثال آخر على ذلك افرض أن : 


أ تعني : س ص ع ل مربّع. 
ب تعني : س ص ع ل معین. 


جتعني : س ص ع ل متوازي أضلاع. 


تعلم من دراستك في الهندسة أن : أ سے بء ب هم ج وبالطبع فان أ ے ج( لأن كل 
مربع هو معين و کل معين هو متوازي أضلاع إذن من الاولی أن یکون کل مربع متوازي 
أضلاع ). 


آثبت أنه إذا كان س عددا فردیاً فان س" عدد فردي ( مع العلم أن كل عدد فردي یکتب على 
الصورة س<۲ له + حيث س ۰ له 3 لك ). 


إن الفرض ( أو العطیات) في هذا الثال هو القدمة أ وهي : س عدد فردي. وان الطلوب 
إثباته هو النتيجة ب وهي : س" عدد فردي. 


نفرض أن القدمة صائبة ونستخدم الاقتضاء مع التعلیل لكل خطوة كما يلي : 
س عدد فردي سے س = ۲ + + ١‏ طريقة كتابة العدد الفردي. 
سے س' = (۲ نہ + ۱ )۲ بتربیع الطرفین. 
کے س" - 5 له" +ع لہ +۱. 
ے سس" = ۲( ۲۸۸۲ + ۲ لہ) +۱. 
سے س' = ٢م‏ +۰۱ حيث م = ۲ له" +۲ لہ . 
ے س" عدد فردي لأن ٢م‏ + ۱ عدد فردي. 
إذن س عدد فردي سه س" عدد فردي » وهو الطلوب اثباته. 
ونستطیع أن نقول إن س عدد فردي شرط كاف لکون س" عددا فردیا. 


ثانیا : البرهان باعطاء مثال معاکس 


إن بعض العبارات الرياضية يكفي لتوضیح خطنها أن نعطي مثالا نؤيد به جوابنا علیها. 
وتسمی هذه الطريقة «البرهان باعطاء مثال معا کس». 


آثبت أن العبارة اس - ص = ص - س » خاطئة حیث س» ص 3 ح» س ٭ ص (لاحظ أن هذا 
يكافئ القول : آثبت أن س - ص ٭ص -س حيث س» ص 3 ح» س ++ ص) 


بوضع س-۰۳ ص --ه ند أن : 
الطرف الاين : ۳- (-۵) = ۸. 


الطرف الأيسر = -۵ -۳ = -۸. 
إذن الطرف الأيمن ع الطرف الأيسرء ما يؤكد خطاً العبارةس - ص = ص -س وبالتالي صواب 
العبارة س - ص ٭ ص - س). 


ملحوظة (۲-۱) 


لإثبات صواب خاصة ما فإن ذلك يستدعي التعميم ء فمثلاً لإثبات صحة خاصة الإبدال في 
عملية الضرب فيح لابد أن تتحقق هذه الخاصة لآي عددين حقيقيين. في حين أن نقض « أو نفي» 
خاصة معيّنة يكفي أن تكون غير محققة في حالة واحدة ولو تحققت في جميع الحالات الأخرى, 
فمثلاً : لكل س» ص 2 ح فان 00 3 ح عبارة خاطئة لأنها غير محققة في حالة واحدة وهي 
عندما ص = ۰ حیث ‏ لامعنى له وبالتالي س ح. وهذا يعني أننا حصلنا على مثال 
معاكس للعبارة «لکل س. ص 23 ح فإن 0 دح». 


مارین وی 


١‏ - متی نقول عن عبارتین ب.ج |نهما متکافتتان منطقياً ؟ 
۲- هل العبارتان الاتیتان متکافتتان مع التعلیل ؟ 
الأولی : + س ص ع مثلث فيه ضلعان متطابقان » . 
الثانية : « س ص ع مثلث فيه زاویتان متطابقتان». 
۳- أكمل العبارة الآنية :نفى عبارتين متکافتتین يعطينا عبارتين 10000 
6 - إذا كانت أ رو ف ضا لد سیف ۱ سب ب = ج 
فهل | = ج ؟ وضح إجابتك وإذا كانت إجابتك بنعم فاقترح تسمية لهذه الخاصة. 
إذا كانت | ء ب أي عبارتین فاثبت أن : 
وج 72-7( اہ ب)ے سا ہہ ب 
ے لاي )ىہ ا و دي 


¥ ا نے سے 5 


انف کل عبارة في التمارین(۸) إلى (۱۰) بطریقتین مختلفتین. وعیّن قيمة الصدق قبل وبعد 
النفي. 
۸- العسل من النحل والتمر من النخل. 
٩‏ - يجوز للمسلم أن بحقر آخاه ویژذیه. 
۰ -إذا تواضع الانسان فان الآخرين یحبونه. 
إذا كانت أ »ب» ج ثلاث عبارات مختلفة فأثبت أن : 
1-(آ پرب) پر ج دا م(ب ۸ ج) ( خاصة التجميع بالنسبة للرابط ۸ ). 
۲( ۷ ب) نج دأ (ب ب ج) (خاصة التجمیع بالنسبة للرابط ين). 
۳۔۱ ۸(ب بي ج) ع(اہ ب) ين (1مم ج)( خاصة التوزیع للرابط ہ على ). 
۶ أن ات پر ج) =( أي ب) م(أي ج) ( خاصة التوزیع للرابط ب على م ). 


استخدم رمز الاقتضاء سب بين کل عبارتين في التمارين (۱۵)-(۲۰) وعيّن الاقتضاء الصائب 
وا لخاطئ مع التعليل : 
۵ -سمیر رجل مسلم؛ سمیر تجب عليه الصلاة. 
7 سمیر رجل غير مسلم ؛ سمیر تجب عليه الصلاة. 
۷ - سمير رجل غير مسلم؛ سمیر لا جب عليه الصلاة. 
۸ سمير رجل مسلم؛ سمیر لا تجب عليه الصلاة. 
۹۔ ۷×۹ ۰ ۰۲ ۲۷ + ٩‏ #۶ ۳ 
ہے ۱۰ 4 ۲۲ ع ۸ب ۸ × ۹۱-۲ 
۱ - استخدم رمز التکافؤ جه بین كل عبارتین في التمارین (۱۵) -(۲۰) وبیّن فيما إذا كان 
التكافؤ صحيحاً أم لا مع التعلیل. 
7 إذا كانت ب» ج أي عبارتين فأثبت أن : 
ب هج غے ج -ه ب وماذا نستنتج من ذلك ؟ 
۳ -هل الرمز ۱ جه » يحقق خاصة الإبدال ؟ 


گور بی مو کل 
6 إذا کان ص = ۲ فان ص" < ۸ . 
5 إذا كان ع عددا حقيقيا غير الصفر فان مربعه ع" عدد حقيقي موجب. 


ناقش العبارات الاتية من حيث کونها صائبة آو خاطة مستخدماً طريفة يقة المثال العاکس : 
۷( س+۲)۲ = س" ٤+‏ س 3 ط 
۲ 


-(س-ص)' + س + ص" س . ص 2 صح مجموعة الأعداد الصحيحة 
4 ۷ س'+ ص'= س + ص س ۰ ص3 ح 


دن 
#۹« بو سس 
7 
١(۷‏ کت ۳ = س 
۱ ۱ ۱ 
۷۲ے = + 


> س ۰ ص 3ح س ۶ ٠‏ > ص غو ۰ 3 
س +ص ع ۰ 


۸-۱ الحموعاث والعملیات علیها 


عرفت في الرحلة التوسطة آن الجموعة مفهو م آولي ند رکه كما ندرك مفهوم النقطة والستقیم 
والمستوي. وقد عرفت أن الجموعة يجب أن تتحدد عناصرها تحدیداً دقيقاً لا يقبل اللبس. فمثلا 
أركان الإسلام ا خمسة تكون مجموعة في حين أن البيوت الجميلة في مدينة الرياض لا تكون مجموعة 
لأن مقياس ال حمال يختلف من شخص لآخر. وقد عرفت أن المجموعة قد تكون منتهية 
كمجموعة ا حروف الهجائية وقد تكون غير منتهية كمجموعة الأعداد الطبيعية ط. وقد عرفت أن 


الحموعة يكن کتابتها بذ کر عناصرها. أعط مثالین توضح بهما ذلك. والآن حاول أن جیب 

على الاأستلة حتی تسفعید کر ا ها سیق أن درسته : 

۱-هل تکرار عنصر في مجموعة له آهمية ؟ 

ار اا ر 

ما هي المجموعة الخالية ؟ وما رمزها ؟ أعط مثالا لجموعة خالية. وكم عنصرا فيها ؟ 

٤‏ -اكتب رمز الانتماء ونفيه. 

٥‏ اکتب رمز الاحتواء ونفيه. 

٦‏ اکتب رمزي التقاطع والاتحاد. 

۷-ماذا تعرف عن خصائص عملية التقاطع ؟ هل هي إبدالية أم تجميعية ؟ أيد إجابتك بأمثلة 
ووضح ما تقوله باستخدام أشكال فن. 

۸ أجب عن السؤال (۷) بعد استخدام «عملية الاتحاد » بدلا من «عملية التقاطع» 

4 -متى تتساوی مجموعتان سح . رع مثلا ؟ 

۰ -متى نقول إن س- مجموعة جزئية من ع ؟ 

۱-متی نقول إن س- مجموعة جزئية فعلية من مجموعة ع ؟ 

۲۔بفرض س = ۱ ٣٢‏ 4 ]مج | ۳ 074  ]‏ 


رع < }¥< ¥< ۸ ۰۹ عش = م١۲۱‏ وو وج ۰ آجب عمایلی : 
(1): سد راع ۱.۶ کچ و و سو 
(ي) سح ۲۱ صہ د[ سح ] 
(ج) صح ورب = .............. وهل ضح . م مجموعتان منفصلتان؟ 
(د) إذا كانت كه ترمز لتممة ^ فی سح فان ^ = [ lC‏ 


(ه) اكتب جميع الجموعات الجزئية للمجموعة ”^ . وكم عددها ؟ 
(و)إن صح = [ص : ۳ 2 ص < ه وص 3 ط ] وان 


إذا كانت سہ » ص أي مجموعتین فقد عرفت أن تقاطعهما هو المجموعة المؤلفة عناصرها من 
عناصر س و عناصر ص- في آن واحد أي العناصر المشتركة. 

كما عرفت أن اتحادهما هو المجموعة المؤلفة عناصرها من عناصر س- أو عناصر ص- أما متممة 
س في ص فهي المجموعة س التي عناصرها تنتمي إلى ص- ولا تنتمي إلى سح . 


استخدم المنطق الرياضي في كتابة (۱) س- )١‏ صہ (۲) س لا صہ (۳) متممة س- في صہ 
بدلالة الصفة المميزة للعناصر . استعن بأشكال فن للتوضیح. 


لعلك قد توصلت إلى أن : 
ادا صہ = [ س :س 3 س ۸س2 صہ] 
۲ س ناص = [ س :س 3 سہ نس 3 صہ] 


۳ سے = [ س :س 3 صہ ۸ س 2 س اس 2 ص-] 


أكمل ما يلى بطريقة مائلة : 
(ب) س-١)‏ سے رش جس سج ] وماذا نستنتج ؟ 


(ج) متممة صہ في س- هي صك = [س : سس چیک 
الفرق بین مجموعتین 


إن الشكل الحاور هو قثیل فن للمجموعتين : 

سہ = [مکة بريدة ال لحمعة ‏ الطائف ) 

صہ = [ الریاض ‏ آبها ‏ جدة مكة » الدمام ] 
نرمز للفرق بین س- . صہ بالرمز 

س ‏ ص ونعرفه كما يظهر من الجزء اللون 


في الشکل بأنه مجموعة العناصر التي تنتمي إلى س- ولا تنتمي إلى ص أي أن : 


س - صد = [بريدة» الحمعة الطائتف].(((_۷) 
بالطريقة ذاتها یکون الفرق بين ^ » سح هو : 

صہ - سہ = [الریاض أبهاء جدة» ا ا 
احسب كلا من سح في صہ + ص في سہ . ثم تأكد أن : 

س وم صح = [الطائف. بريدة» اللجمعة ]۳ 
ص يم سے [ الریاض. جدة, أبهاء الدمام] 7 483) 
قارن (۱) مع (۰)۳ (۲) مع (4) ماذا تلاحظ ؟ 

لعلك آدرکت آن : 


سہ- صہ د سم بام صطحی صہ سہ ‏ صہح سح 


هل سح - صہ = صہ - سح ؟ وماذا یکن أن نستنتج من ذلك؟ 


تعریف (۸-۱) 


إذا كانت س » صہ أي مجموعتین فان : 


الفرق سہ - صہ = [ س : س 3 سح ہم س ‏ صہ ] 


إذا كانت سح صہ مجموعتين فأثبت أن : 


۳ ۳ - ا ل 5 
سہ ‏ صہ = سے صح حیت صہ متممه رہ فى سد . 


الطرف الان = س- - صہ 
= [س :س 3 س ۸ س 2 صہ]ء التعريف (۸-۱) 
=[ س :س 3 سہ ۸ س 2 ص> ] لماذا ؟ 
= سح ۲۱ ص تعریف تقاطع مجموعتين. 
= الطرف الأيسر. 


حدول الانتماء 


يلعب جدول الانتماء في الجموعات دورا ماثلاً لدور جدول الصدق في النطق. لتکن س 
أي مجموعة ولیکن س عنصراما. إن آمامنا خیاران فقط هما : س 3 س- أو س 8 س- ویستحیل أن 
بقع الخیاران في وقت واحد. نعبّر عن ذلك با جدول (۱ ۷ ) وندعوه جدول الانتماء للمجموعة س-. 
وإذا كانت س-. ص أي مجموعتین مختلفتین وکان س عنصرا ماء فان الجدول (۸-۱ ) يبين 
الخيارات الممكنة لانتماء هذا العنصر أو عدم انتمائه للمجموعتون س » صہ . قارن هذا الجدول مع 
اخدول (۳-۱). 


جدول (۷-۱) جدول (۸-۱) 


عمم هذه الفكرة لتشمل ثلاث مجموعات مختلفة. وآنشی جدول الانتماء لهاء کم عدد الخيارات 
المکنة فى هذه االة ؟ 


والآن لننشیع جدول الانتماء لعملية التقاطع ۲۱۱ » 

من تعریف تقاطع مجموعتین سہ » ص نعرف أنه إذا كان س عنصراً ما فإنه ينتمي إلى 
س )١‏ ص في حالة واحدة فقط من الحالات الأربع الموضحة في الجدول ( 8-١‏ ). ألا وهي 
الحالة الأولى التي يكون فيها س منتميا إلى س- ومنتميا إلى ص- في الوقت ذاته. 

ماذا عن الحالات الثلاث الباقية ؟ تأكد أن س ۶ س 60 صہ فى كل منها. 


ما تقدم نستنتج أن الجدول ( ٩-۱‏ ) هو جدول الانتماء لعملية التقاطع 0١‏ ). 


جدول )٩-۱(‏ جدول (۱۰۰-۱) 


باستخدام تعریف ا حاد مجموعتین س- » صہ. بين متی یکون س 3 س- لا صہ . ومتی 
يكون س < س نا ص ء حيث س أي عنصر ؟ 
آکمل جدول الانتماء ( ۱ -۱۰) لعملية الاتحاد «( ل ). 


پفرض سہ » صہ أي مجموعتين آنشی جدول إنتماء لكل من : 
سہ_ صد » س ۲۱ صد ‏ حيث صک متممة صہ في س . ثم تحقق أن الجدولين متطابقان ما يتفق 
مع ما أثبتنا صحته في الثال (۱۰-۱). 


اذا كانت سہ = ۱ ہ٣ ٣‏ ےھ بت ۸۰۱۷] یک c[(o c1}‏ 
رع <(0۳۰۲ 1:9۰ ] فإننا نستطیع اختیار مجموعة تشمل (نحوي) جمیع هذه الجموعات. 
سہ ددش صہ د ش وکذلك ع د ش.. ویتضح لك أن هذه الحموعة ش يكن اختیارها 


كما نرید بحیث یتحقق الشرط الذي ذکرناه وهو کون ش۔ تحوی الجموعات الثلاث. مع ملاحظة أنه 
إذا اختیرت مجموعة شاملة فى مسألة ما فیحب تثبيتها فى هذه السألة. 

اختر ثلاث مجموعات شاملة مختلفة للمجموعات الثلاث السابقة. ما هي أصغر مجموعة 
شاملة يمكن اختيارها بالنسبة للمجموعات الثلاث السابقة؟ 

لعلك أدركت أن أصغر مجموعة شاملة بالنسبة للمجموعات سہ » ص . ,ع هی المجموعة 
المكونة من اتحاد هذه المجموعات الثلاث. أي أن : 
شہ - (س لا صہ) لا = 3ك ۵ ٦٦۰٦‏ ۸۰۱۷]. 

هل تصلح مجموعة الأعداد الطبيعية ط لتكون مجموعة شاملة للمجموعات الثلاث السابقة ؟ 
ولماذا ؟ 
هل تصلح مجموعة الأعداد الزوجية الوجبة أي [ ۰۲ ٠٤‏ ٦ء‏ ۸.......] لتكون مجموعة شاملة 
للمحموعات الثلاث السابقة ؟ ولاذا ؟ 

لعلك توصلت إلى أن المجموعة ط تصلح مجموعة شاملة للمجموعات الثلاث لأن ط تحوي 
کلامن سم صد ۰ رع . في حين أن مجموعة الأعداد الزوجية لا تصلح مجموعة شاملة 
للمجموعات الثلاث ‏ لأن س- مثلاً غير محتواة فی مجموعة الأعداد الزوجية الوجبة. 


إذا كانت رد {cote}‏ ) سے = c(۳}‏ ص. = ۱۵ 
فاكتب عناصر الجموعات الآتية واستعن بشكل فن لتوضيح الجواب. 


۱- س متممة سح في شہ 


۳ سس لا صہ 
4 ڑھے لا صا متممةً سے۔ لا فی فى ش 
۵ مہ ۲۱ صّہ. قارن (4) مع )٥(‏ ماذا تلاحظ ؟ 


۱ س = [۲۰۰۲۰۱] 

۲ص = [۵۰۳۰۲۰۱] 

“د سہ لاص = ۱۱۵2۲ 
نے (س Yea‏ 


ه س4 ۸ ص = م٢٢٢]‏ 


من (٤)ء‏ (6) نلاحظ أن متممة اتحاد المجموعتين س- . صہ يساوي تقاطع متممتيهما أي أن 
(س۔ نا ص )- سح ہ ص.-. 


في المثال (۱۱-۱) آکمل ما يلي : 


۳ س لا طہ = [ ۳ 


E 


لأي مجموعتين جزئيتين سم . صہ من مجموعة شاملة نن- يكون 
7 لا صم) E‏ ۱ ) ص 


CWT‏ سن لا ص 


البرهف ان 


نبرهن على صحة الفقرة (۱) ونترك لك إكمال برهان الفقرة (۲) 


3 3 3 

0 َ 3 2 3 

2 = = 3 7 

5 3 2 3 7 72 

۷ ٦ص‎ ٤.۴ ۲ 3 
)۱۱-۱( جدول‎ 


رس نا صہ) - سك ۲۱ صح ء وذلك واضح من تطابق العمودین (۷(۰)۳) في الجدول 
۳ 


۲- آکمل الأعمدة (۸) ۰ (۱۰(۰6۹) ومن ثم قارن بين العمودین (۹)ء (۱۰) وماذا تستنتج من 
ذلك ؟ 


نظرية (4-۱) 


لأي ثلاث محموعات سم ۰ صه ‏ یم یکون : 


اس ۲۱ رض لا ) = (س- ۲۱ صہ)لا(سہ ۲۱ ) 

وهذا يعني أن عملية التقاطع ۲۱۸ » تتوزع على عملية الاتحاد « ل » 

۲ سس نا(صہ ۲١‏ )=( سے لا صہ) (۲)١‏ سے لا ) 
( آکمل العبارة بنفسك ). 


ارعان 
نستخدم جداول الانتماء لإثبات الفقرة (۱) ونترك إثبات الفقرة (۲) بطریقة مماثلة تماما . 


لاحظ أن عدد الاختیارات للانتماء هنا ثمانية لأن لدینا ثلاث محموعات مختلفة. 


من العمودین (۷)ء (۸) في ا جدول (۱۲-۱) نستنتج صحة الفقرة (۱) من النظرية لأن العمودین 
متطابقان. 


آکمل الجدول (۱۲-۱) لتبرهن على صحة الفقرة (۲) من النظرية. 


- | و | د 3 3 3 3 3 
11-٤‏ 8ب د 5 2 5 
د | 2 | د 3 3 3 3 
ااام 2 2 2 2 
خ2 2 اب ا 2 2 2 2 کر 
٣٦‏ ات | 5 2 | ير 2 2 
2 ۱ 5 7 2 2 2 
۶۷١١۷‏ ھ۶2 2 2 2 3 
٥ 4 ۳ ۲ ۱‏ 5 ۷ ۸ 5 ۱۰ 
جدول (۱۲-۱) 


تا 


حدد فيما إذا كانت العبارة صائبة آم خاطئة مع التبرير ما آمکن في التمارين (۱)-(۷) : 
١‏ - لم نستفد من المنطق الرياضي في العمليات على الجموعات. 
۲- المجموعة الخالية مكونه من عنصر واحد فقط هو الصفر أي أن © = [۰]. 
۳ 5 س- مهما کانت س-. 
٤‏ - جداول الانتماء لا تشبه في فکرتها جداول الصدق. 
ه - آشکال فن تستخدم للتوضیح فقط ولا تعتبر برهاناً ریاضیا. 
٦۔‏ الرجال الأذكياء في العالم یکونون مجموعة . 
۷- جداول الانتماء وسيلة ناجحة لبرهان کثیر من القضایا الرياضية. 
عبر عن الحموعات الاتية بواسطة الصفة الميزة لعناصرها : 
م ۵۱۵۹۵6۲۱ ]: 
ف ۱۷۱۳۱۱۱۵۵۵۴۲ 
۰- [ آبوبکر عثمان » عمر» على ] ( رضي الله عنهم آجمعین). 


۱- [ الکویت. السعودية الأردن سورياء تركياء إيران] . 
١ ١‏ ۳ 4 


1۲-} ےہ ےت جا 
٣۳‏ ۔ بين صح أو خطأ كل ما يلي مع ال لتعلیل : 
(1) 2 د ۲۱ E NS‏ 


١ 
{J356 )])۱۱[[ (د) [۱) د [[۱]] «ه)[3]0‎ 


{oct} = -إذاكانت سہ = [ ۰۲۰۱ ]ص‎ ٤ 


(Css 4۳۲۱ [Votes] 28: 

فأوجد ما يلي : 
(أ) س لا صہ (ب)سہ ۲١‏ صہ (جا)سہ ا صا (د)سہ٦)‏ ص> 
(ھ) ( س لا صہ) لا (و)س لا(ص لا ) (ز)(سہ ۲۱ ص) رع 
(ح) سہ ۲۱ (صد ۲۱ ,ع) (ط) (صہ 6 ,ع) لماعل نا 


(و) و کذلك بین نتيجتي ( ز )۰ (ح ) وماذا تلاحظ ؟ اقترح تسمية لهذه الخاصة. 
وآخیرا قارن نتیجتی ( ط )ء ( ي )» وعبّر عن ملاحظاتك بعبارة لفظیة. 


۲ لأي ثلاث مجموعات س- » صہ » ع استخدم جداول الانتماء لاثبات ما يلي : 
([) (سہ نا صہ) رارع = سہ نا (صہ لا رع ) خاصة التجمیع للعملية ( ل » 
(ب)(س ۲۱ ص-)١)‏ رع = س ۲۱ (صہ ۲۱ ع )۰ خاصة التجمیع للعملية ۱ ۲۱) 
۷ -إذا كانت س = محموعة طلاب مدرستك 
ص = محموعة طلاب السنة الأولى فى مدرستك. 
رغ فلات الاو الذين محقطون سورة الق 

فاعط وصفاً بالكلمات لكل من المجوعات التالية : 

(1) سس صہ 

(ب) س- ۲۱ .ع 

(ج) صہ ۲۱ ىع 

(د) س۔ لا صہ 

(ه) صہ لا 

وو هه داتس 

30 ظ م CE‏ 

(ج) ت 

(ط) سہ - صہ 

(ي) ع - صہ 
۸۔ إذا كانت سہ . صہ أي مجموعتين فأجب عما يلي : 

(أ) متى نقول عن س- . صہ إنهما منفصلتان ؟ 

(ب) إذا كانت س- )١‏ صہ = © فأثبت أن سہ - صہ = سہ وكذلك صہ ۔_ سہ = 


صہ 


ارين عاامة 


١‏ - أي من العبارات التالية صائبة وأي منها خاطئة ؟ 
(أ) مجموعة الأعداد الطبيعية ط مجموعة جزئية فعلية من مجموعة الأعداد النسبية د . 
(ب)(۲ط) ہ باّدی ا (جا(دير ط)۸( 2ج) 
(د)(*دط)ي (۲۷ 5 ه) 
(ه) س 3ط ے س 3ھ 
(و) س #ط ه س 7 د 
(ز) س دط ے س ‏ دج 
() س 3ط جه س 5 مه 
(ط) س ص ع ل معين ج أضلاعه الأربعة متطابقة. 
(ي) س ص ع ل شکل رباعي آضلاعه الأربعة متطابقة حه س ص ع ل مربع. 
(ك) (س ٭ ص ) ۸(س ٭ ص )سے س = ص. 
(ل) الشرط اللازم والكافي لیکون الرباعي مربعاً هو أن ينصف کل من قطريه القطر الآخر. 
(م) الشرط اللازم والكافي لیکون الرباعي متوازي آضلاع هو أن ينصف کل من قطریه القطر 
الاخر. 
۲- إذا کان کے ب ضائاً فان ب س أ صائب أيضا . بين خطاًالعبارة السابقة جال . 
۳ إذا کان | سم ب صائباً وکان ب سه | صائباً آیضا فان | جه ب . صحح العبارة السابقة 
إن كانت خاطتة. واعط مثالا تؤيد به إجابتك. 
5 اختر أحد الرمزين -> ۰ جه لربط كل عبارتين ما يلي بحيث تحصل على عبارة صائبة : 
(أ) الشكل الرباعي مستطیل قطرا الشکل الرباعي ينصفان بعضهما. 
(ب) الشكل الرباعي معين ‏ آضلاع الشكل الرباعي متساوية. 
(ج) الشكل الرباعي مربع ‏ الشكل الرباعي إحدى زواياه قائمة وأضلاعه متساوية. 
( د ) الشکل الرباعي مستطیل - الشکل الرباعي زواياه قوائم. 


ه_أء ب أي عبارتین آثبت أن : 
ہے یک (داين) ر7 بب ا کپ ہے آ 
٦‏ -هل العبارتان ه ب ٠‏ ب -> أمتكافئتان مع التعلیل ؟ 
۷۔ أثبت صحة ما يلى : 
(أ) س ٦=‏ سے س ۳٣-٢‏ 
(ب) ٤ص‏ <۸ سے ص ۲ 
۸-استعض عن الرمز س بالرمز جه في التمرين (۷) وناقش صحة أو خطاً کل من 
() نع 
4 -إذا کان س ص ع مثلثاً » فأثبت أن مجموع زوایاه ۱۸۰ . 
۰ -أثبت أن (س - ل ص)" + س' + 2 ص'ء حیث س .ص عددان حقیقان . 
١-لأي‏ مجموعتین س- . صہ آثبت أن : 
سہ )١‏ صہ = س۔ لا صہ سے سے = ص. . 
۲ - افرض أن س = محموعة سكان مدينة الرياض» 
س-, = مجموعة سكان المملكة العربية السعودية من غير السعوديين. 
سے = مجموعة سکان العالم من تقل أعمارهم عن عشر سنوات. 
سے = مجموعة سکان قارة آسيا من الأميين ( غير التعلمین). 
عبر عن الحموعات التالية بدلالة سح » سی سس سم . 
(أ) محموعة سکان الریاض غير السعودیین. 
(ب) مجموعة سکان الرياض من غير السعودیین الذين تقل آعمارهم عن عشر سنوات. 
(ج) محموعة سکان الریاض من الأميين غير السعودیین. 
( د ) مجموعة سکان الریاض من الأميين من غير السعودیین الذين تقل آعمارهم عن عشر 


سنوات. 
(ه) مجموعة سكان المملكة العربية السعودية من غير السعوديين الذين تقل أعمارهم عن عشر 
سنوات. 


۳ إذا كانت س- 7 ص فأكمل : 


(أ) س لاص. = AL‏ 


6 -إذاكانت سہ م صہ فما هی العلاقة بین س- . ص. ؟ 


۵ إذا کان س- ا صہ = صہ - سہ فماذا کن أن يقال عن س- . ص ؟ 


العلاقات والتطیقات 


ET 

۲-۲ مفهوم التطبيق. 

۳-۲ آنواع التطبيقات . 

4-۲ تحصیل (تركيب) التطبیقات . 
۰-۲ معکوس التطبیق . 


7۵ ۱ 


ا اہ 


سبق أن تعرفت على العلاقة من مجموعة س إلى مجموعة صہ خلال دراستك في الرحلة 
المتوسطة لعل ان الما دی سد إلى عہ حي ES‏ الديكارني تزه لع 
ولتذكيرك بالجداء الديكارتي لمجموعتين : خد مثلاً : 
سہ = [القاهرة » بغداد » الرياض ] ء صہ = [ السعودية ء مصر . العراق » الأردن ] . 


پ سی سممد بی ی 
التي حدها الأول ينتمي إلى س- وحدها الثاني ینت ينتمي إلى ص أي أن : 
فص تن < [(س؛اص )+ س 3 دم ين :د مه ا 
= [( القاهرة السعودية) ۰ ( القاهرة. مصر) ‏ (القاهرة. العراق)» 
( القاهرة الأردن) . ( بغداد » السعودية ) ....» (الریاض. الأردن) ] آکمل الفراغ. 


ولتذكيرك بالعلاقة من س إلى صہ دعنا نعرّف علاقة رع من س إلى صہ كما يلي : ( انظر 
الخطط السهمي للعلاقة رع كما في الشکل ( ۱-۲)). 
س بر ص جه س هي عاصمة ص فتکون : 
رع = [(القاهرة مصر) (بغداد » العراق) (الریاض. السعودیة) ]. 
تسمّی الجموعة .ع ء أحيانا بیان العلاقة رع » كما تدعی س- مجال العلاقة ع وص محالها القابل 
آما الجموعة الجزئية من صہ التي ترتبط عناصرها بعناصر الجموعة س فتدعی مدی العلاقة 
2 » أي أن : 
مدى ع = [ السعودية ء مصر ‏ العراق] . 

إن العبارة : ( القاهرق مصر) < ع تكافئ العبارة : القاهرة هي عاصمة مصر أو العبارة 
الختصرة : القاهرة ع مصر ‏ أي أن : 
( القاھرق مصر ) د رع جه القاهرة ع مصر. 


في حين أن العبارة ( القاهرة» السعودية ) كر ى ونعبر عن ذلك بصورة متكافئة لها وهي : 
القاهرة .م السعودية ( وتعني أن القاهرة ليست عاصمة السعودية). 


شکل (۱-۲) 


وبصورة عامة : 
(س. ص )3 مغ جم سرع ص‌و(س+ص )5 مغ جم س ہے ص. 
هل ( س ۰ ص ) =( ص ۰ س ) ؟ 
لعلك تذكر أن ( س ۰ ص ) +( ص ۰ س)۰ فمثلا في مثالنا السابق : 
( القاهرة » مصر )عد ( مصر القاهرة ) لأن الزوج المرتب الأيمن يعني وفق ترتيبنا للعلاقة .ع : 
القاهرة هي عاصمة مصر في حين أن الزوج المرتب الأيسر يعني : مصر هي عاصمة القاهرة. إذن 
الزوجان غير متساويين قطعا. 
متى يكون ( س ۰ ص ) = ( ص ۰ س )؟ إنه في حالة واحدة هي عندما س = ص . 


تاریخ ( ۲۱-۲ 
١-إذاكانت‏ س = [۰۱ ۲].ص. - [ ۰۲ ۰۳ ] فاکتب عناصر كل من المجموعات 


الاتية : 

(1) س۔ × صہ (ب) ص × س- (ج) سن "دس لا س۔ہ (د) ص.۲ 
(ه) ( س- × س-) لا( س × ص-) (و) سر (سہلا صہ). 

(ز) س-۲۷۳(س- × ص-) (ح) س- ×( س- ۲۱ صہ). 


۲ - في التمرین (۱) قارن بین نتيجتي ( آ) » (ب) وماذا نستنتج ؟ 
۳ في التمرین (۱) قارن بین نتيجتي (ھ)ء (و) هل يمكنك استنتاج شيء ما ؟ 


اع في التمرين ۲۱7 اون بين بعتي لزاه (ج) ماو تج ؟ 
۰ -فى التمرین (۱) مثل بطریقتین مختلفتین كلا من س- × ص- . س-۲ 


سندرس فى بقية بنود هذا الباب نوعاً خاصا من العلاقات له آهمية كبيرة فى الریاضیات نهد 
له بالأمثلة التالية : 


لكل بلد من الجموعة 
سہ = [ السعودية ‏ مصر ‏ الأردن ء السودان ء العراق » لبنان ] نعین عاصمة من المجموعة. 
صہ = [عمان ء الریاض . القاهرة ء الخرطوم » بیروت ‏ بغداد » دمشق ]. 
كما يتضح من الشکل ( ۲-۲ ). 


شکل (۲-۲) صہ 


لاحظ أن كل بلد من الحموعة سہ انطلق منها سهم واحد فقط إلى عاصمتها في الجموعة 
صہ وقد سبق لك أن سميت هذا الشکل مخططاً سهمياً وهو كما تعلم يعرف علاقة من س- إلى 
صہ . 


إذا كانت سہ = [-۰۳ -۱ ٣-٠‏ صف ١ء‏ ۱۳۷ 
ص = [صفر ‏ ۰۱ ۰9۰۲ ۱۰۰۹۰۷ ]. 
ص = س" +۱ 


فإنه يكن تمثيل هذه العلاقة بالخطط السهمي كما في الشکل (۳-۲). 


لدينا الحموعتان 
سہ = [أحمدء هیفاء عبد الله » مها » هدى . محمد ] 
صہ = ام ءھ۱ :ع] 
نعرف العلاقة الآنية : 
کل اسم من المجموعة س- يرتبط بحرفه الأول من الجموعة صہ . 


يمكننا تمثيل هذه العلاقة بالخطط السهمي كما في الشکل (4-۲). 


شکل (4-۲) 


إذاكانت س = ۵۳۲۰۱ ۱۳۸۵ 
ص = [-5١ى‏ -لا.-5-4,-1ء صفر] 
وعرفنا العلاقة التي تعين لكل س د س العدد ص د ص بالصورة 
ص = - س + .١‏ 


فيمكن تمثيل هذه العلاقة بالخطط السهمي كما في الشکل ( ٩-۲‏ ). 


شکل (٥۔٥)‏ 


من خلال دراستنا للأمثلة السابقة نلاحظ أن العلاقات المذكورة تتمیز بالصفتین التالیتین : 


سے 
؟ - أن العنصر الواحد في س- اقترن بعنصر واحد فقط في صہ ٠‏ أي أنه لایوجد آکثر من سهم 
واحد یبدا من أي عنصر فی س-. 


نسمي العلاقة التي تتمیز بهاتین الصفتین, تطبیقاً من س- إلى ص » كما سبق أن درست في 
الرحلة التوسطة. 


المخططات السهمية فى الشكل ( ۲ -1) تمثل علاقات من س إلى ص » والطلوب تحديد 
التطبيقات من بينها. 


العلاقة ى ليست تطبيقاً لأن العنصر 37 س غير مقترن بأي من عناصر ص ما يناقض 
الصفة الأولى للتطبيق. 
العلاقة .ب تطبیق. 
العلاقة عم ليست تطبيقًا لأن العنصر 5۱ س- مقترن بالعنصرين أ» ج د صہ ء ما يناقض الصفة 
الثانية للتطبیق. 


4 59 4 ¢ 4 غ٤‎ € = سح‎ ٠ 
١١ ۱ ۷ ۱ ° لتکن‎ 
۱۱۱ ۷ «OY 3 ۲[ = ص‎ 


ونعرف العلاقتين ع ۰ع من س- إلى صہ كما يلي : 
س ع, ص جے ص عامل من عوامل س ؛ حيث س 5 سہ » ص 5 ص.. 
س ع ص جه ص أصغر عوامل س » حيث س موس ميم 
لاحظ أن مخطط العلاقة ع في الشكل ( ۷-۲ لا يمثل تطبيقا لن كلا من العنصرين ۰ ٠١‏ 
د س- مقترن بأكثر من عنصر في ع, ( أي أنه انطلق من كل منهما أكثر من سهم ). 

بینما العلاقة_ع, تطبيق لأنها تتمیز بالصفتين السابق ذكرهما كما يتضح من الشكل 
N)‏ 


شكل (۲۔۷) 


تعریف ( ۱ ( 
العلاقة من مجموعة غير خالية س- إلى مجموعة غير خالية صہ ۰ حيث يقترن كل عنصر في 


سہ بعنصر واحد فقط فى ص- تسمى تطبيقا. 
إذا كان م تطبيقاً من س سه صہ فإننا نرمز لذلك بالطريقة التالية : 
م ۰ سہے فد آو و صہ 


ونسمى المحموعة سے محال التطبیق م »والمحموعة ص الحال القابل. 


على سبيل ا مثال» نجد أن الجال في الثال ( ۲ ٤‏ ) هو المجموعة 
ا ٣‏ ھب ۵ ۱۳ ۱ 


والحال القابل هو الحموعة [-۱۲ ۰۷-۰ ٤-‏ » -۰۲ -۰۱صفر ] 


عين الحال والحال ال مقابل للتطبیقات فى کل من الأمثلة ( ۰۱-۲ ( ۰۲-۲ (۲ -۰۳ 
( ۰۵-۲ (۲-۲). 


تعریف ( ۲-۲ ) 
إذا كان التطبیق م : س ے صہ يعين للعنصرس د س 
العنصر ص د صہ فان ص تسمى صورة العنصر س تحت تأثير التطبيق م ء ويعبر عن ذلك 
رمزیاً کما يلي : 
سر > ص آو ص م (س). 
الجموعة الجزئية من ص- التي تتألف من جميع صور عناصر س- تحت تأثير 
التطبيق م تسمى مدى التطبيق م . 


أي أن : 

یلار اد ص ور دار )اس و ا 
كما سبق التمثيل الذي يعين لكل س 3 س- صورة ص3 صہ 

بيان التطبيق. 


فعلی سبیل ا ثال ء بیان التطبیق في الثال ( ۰-۲" ) عبارة عن مخطط سهمي كما في الشکل 
( ۲ -لاب). 


لنعرف التطبيق م : ط 4 ط » حيث ط هى مجموعة الأعداد الطبيعية » كما يلى : 


م (له) = ۲ له . 


آوجد صورة العناصر ۳ , 5 ع ۰۷ ۰۱۱۵ ۶۲۵ ثم آوجد مدى هذا التطبیق. 


م (۳) =۲ ۷ ٦-٣‏ 
م (6) ۲ 1 A=‏ 
م (۷ ۲ ۷ ۷ ۱ 
م (۱۱۵) = ۲ ۲۳۰-۱۱۵۱ 
م )6۲°( - ۲ ۲۵۱ = ۸۵۰ 


نلاحظ أن التطبیق م يعين لكل عدد طبیعی عدداً طبیعیا آخر يساوى ضعفه (مثليه ) وبالتالی 
فان الدی مولف من الأعداد الطبيعية الزوجية فقط ( انظر الشکل ۸-۲۶ 4 )؛ وذلك حسب التمریف 
(۲-۲) . آي آن : 
o} =‏ £« ٦ا‏ 0۱۰0۸ °[ 2 ۲ وه : ود ط ] 
دط - [۱ ۵۰۳۲ ۷ء ۰٩‏ ۰۰]< ط. 


عيبن مدی کل تطبیق في الأمثلة من ( ۱-۲ ) إلى ( ۲-) . 
تمارين ( ۲( 


3-۱ کانت س- - [ ۰۱ ۳ همه ۷ اصم | ۷ج گے کک 1-۸{ 
فأى الخططات السهمية التالية قثل تطبيقاً من سہ إلى ص ؟ علل إجابتك » وعين الدی 
لكل تطبيق» وحدد العلاقة بين مجموعة الدی ومحموعة الجال القابل . 


7 5 (ج) 


(د) رھ) 


۲ إذاکانت س۔ = [3. ۰۲ ۳ء صد = [صفر 4 ۵] وکان م (۱)-۰4 م (۲) = صفرا 
م (۳) = ۵ فأجب عمایلی : 
(1) مثل التطبيق م كأزواج مرتبة. ( باعتباره مجموعة جزئية من الجداء الديكارتي 
سس × صہ ) 
(ب) مثل التطبیق م +خطط سهمی. 
(ج) ن الجال والجال القابل والدی لهذا التطبیق. 
٣۔لتکن‏ سہے [١ء ]٥۰٤ ٣٣۳٣ ٢‏ )ص = سہ۔ 
ا جدول التالي يعين لکل س د س العنصر ص < صہ ال موجود تحته مباشرة. 


(1) ارسم مخططاً سهمياً هثل هذا التطبیق. 

(ب) ماهی صورة العدد ۳ فى هذا التطبیق ؟ 

(ج) هل مدی هذا التطبیق یساوی محاله القابل ؟ 

(د) هل هناك عنصر في ص- هو صورة لأكثر من عنصر في س- ؟ 


6 - م طے>ط؛ بحيث م (س) -س۱+۲ 
() آوجد م(۳) م (6) ۰ م (۱) م (ه)ء م (ه +۱) 
(ب) ما هو مدی التطبیق م ؟ 
۵ - ص هي مجموعة الأعداد الصحيحة. لنعرف التطبیق م : ص ه صہ كما يلي : 


۱ ذا كانس عددا زوجیا. 
۲ | هیقر الا كان سن غددا فرديا. 


() ما هی صورة كل من الأعداد : 
ابا صلی لے کر اص ا Talla‏ 
(ب) ما هي صورة کل من الاعداد : ۱ 
کر ۱ ۰ ۷ء ۹ في التطبیق م ؟ 
(ج) ما هو مدی التطبیق م ؟ 


۳-۲ آنواع التطبیقات : 


بدراسة الخططات السهمية للتطبیقات التالية فی شکل (۲ - )٩‏ : 


شكل (۹-۲) 


أولا : في مخططي م ۰ ۸ب يوجد سهم ( واحد على الأقل) ينتهي عند كل عنصر في 
المجال المقابل» أي أن كل عنصر في المجال المقابل هو صورة لعنصر واحد على 
الأقل في الجال. فالمدى = المجال المقابل . وتعلم أن مثل هذه التطبيقات تسمی 
تطبيقات شاملة ( غامرة). 

انیا : فی مخططی ۰۱۸ ۸, لا يجتمع أكثر من سهم واحد عند عنصر في المجال المقابل » 
أي أنه لا يقترن عنصران مختلفان من عناصر الجال بعنصر واحد في الجال 
القابل . 

وتعلم أن مثل هذه التطبیقات تسمی تطبیقات متباينة ( أحادية ) . 


نوجز اللاحظتین السابقتین بالتعریف التالي : 


تعریف ( ۰-۲ ۳) 

يسمى التطبیق م : سہ ےه صہ 

۱- تطبيقاً شاملا إذا كان کل عنصر من الجال القابل صہ هو صورة لعنصر 
(واحد على الأقل) في الجال س- ء وهذا يعني أنه لكل ص 3 صہ یوجد س 5 س 


بحيث م (س) = ص ٠‏ أي أن مدى م = صہ . 


۲- تطبيقاً متبايناً إذا كانت العناصر الختلفة من س لها صور مختلفة من صد أي إذا لم 


يقترن عنصران مختلفان من س- بعنصر واحد في س- 3 وهذا يعني أنه لكل 
س,» س,3 سب إذا كانت س, عد س, فان م (س,) ‏ م(س,) » أو بعبارة آخری 
مکافتة : 
إذا کان م (س) = م (س,) فان س, < س,. 

۳ تقابلا ( أو تناظرا آحادیا ) إذا كان متباینا وشاملا . 


على ضوء هذا التعریف نستطیع أن نصنف التطبیقات في شکل )٩-۲(‏ كما يلي : 
التطبیق م تقابل . 


التطبیق م, متباین ولیس شاملا. 
التطبیق مين شامل ولیس متباین. 
التطبيق , لیس متبايناً ولیس شاملاً. 


تحقّق مما يلي : 
() في الثال ( 1-9 )#التطبيق سباين وليس شاملا 
فى الثال ( ۲ -۲) ۰ التطبیق ليس متبايناً ولیس شاملا . 
فى الثال ( ۰۲۳-۲ التطبیق تقابل ولیس متبايناً . 
في المثال (۲- )٤‏ ء التطبيق تقابل. 


(ب) ادرس کل تطبیق من التطبیقات فى الأمثلة ( ۵-۲ )-(۷-۲) من حيث کونه ( متباینا 
شاملا تقابلاً) . 


إذا كان التطبيق م : هسه لع : حیث ات محموعة الأعداد الكلية: معرفاً بالفاعدة : 
م (ده) = ۲ رہ + ١ء‏ لكل رہ دك فادرس نوعه. 


شکل (۱۰-۲) 


نلاحظ أولاً أن مدی م هو مجموعة الاعداد الطبيعية الفردية أي [۰۱ ۰۳ ٥ء‏ ۰۷.....] 
وهی محموعة جزئية فعلية من الحال القابل ك ( انظر الشکل ۱۰-۲۱ ۷). 
. لذا فان التطبيق م لیس شاملا استناداً إلى التعریف ( ۰۳-۲ وبالتالي فهو ليس تقابلاً . 
من جهة أخرى لنفرض أن : 
تپ ني دل وآن م (ند ) = م (م) 
سے ۲لم +۰۱ انه + ۱ 
کے ٣‏ لہ = ٣۷ل‏ 
ے له = له 


۲ 


کے م تطبیق ساب استناداًالی التعریف ( ۳-۲). 


إذا كان التطبیق م : ص ه ل » حیث ص مجموعة الأعداد الصحيحة ‏ معرفاً بالقاعدة : 
م (له) = پا لكل لہ د صہ > 
فادرس نوعه. 
نلااحظ أن : 

م )١‏ -(-١)1-4ء‏ كذلك م (۱) -۱* = ۱ 

ے م (-۱) = م (۱) على الرغم من کون -2۱١ء‏ أي أنه يوجد عنصران مختلفان في المجال 
لهما الصورة نفسها. لذا فالتطبيق م غير متباين. 

من جهة أخرى التطبيق م ليس شاملاً لأنه. على سبيل المثال» ۳ د ك ( الجال القابل) ولكن 
لا بو جد عنصر لہ 3 صہ بحیث لہ = ۳ (آي بحيث م (له) = 


التطبیق م لیس تقابلا ء استنادا إلى التعریف ( ۲ -۳) . 


نلاحظ أن وجود محموعة الأعداد الصحيحة السالبة ضمن محال التطبیق م فى الثال 
)٩-۲(‏ آدی إلى کون التطبیق م غير متباین» هل يتغير نوع هذا التطبیق إذا اعتبرنا الجال 
محموعة الأعداد الكلية ك بدلا من صہ ؟ علل إجابتك. 


ناریسن (۲ ۔۳) 


١-بين‏ أي الأشكال التالية تمثل تطبیقا من الجموعة [١ء ٠٥٥٥٥١٣‏ ] إلى نفسهاء ثم آوجد 
مدی کل تطبيق وحدّد ما إذا کان متبایناء شاملا. 


؟ -ك = مجموعة الأعداد الكلية. 
ط - مجموعة الأعداد الطبيعية . 
م : ك ه طء حيث م (له) = له + ۳. 
(أ) أوجد صور الأعداد صفرء ۰۳۸ ۰5٩‏ ۱۳. 
(ب) ارسم مخططاً سهمياً جزئياً للتطبيق م موضحاً صور الأعداد من صفر إلى .٠١‏ 
(ج) هل يوجد عدد کلی تكون صورته أحد الأعداد ۲ ۰۳ ه ؟ 
إذا كان الجواب بنعم فأوجد ذلك العدد. 
( د ) ما هو مدى هذا التطبيق ؟ 
(ه) هل التطبيق م متباين ؟ هل التطبيق م شامل؟ مع التعليل. 


۳ ص-- مجموعة الأعداد الصحيحة. 
م : صہے صہ حیث م (ده) = له - ۲ 
(أ) ارسم مخططاً سهمیا جزئياً لهذا التطبيق موضحا فيه صور الأعداد -ه, -4 ۰ ٣-‏ 
ملاو داع صقرو أ ۴٢۷ص۳‏ 
(ب) أوجد جميع العناصر ىہ 3 ص التي تحقق : 
م (له)- » 
م (له) - ۷ 
م (ده) - ۱۲ 
م (نہ)-۔-٦‏ 
(ج) حدد نوع هذا التطبيق من حيث کونه متباینا أو شاملا . 
(د) هل التطبيق م تقابل ؟ 
٤‏ - افرض أن : 
سہے ۲۰۰۱ 6 ۳ ]و صہ = [ ٤‏ ۱۵ ]برع سلا هن وان : 
م :رع ه [صفر؛۱] حیث 
١‏ إذا كان س د س- . 


م( 4 - 7 
صفرا إذا کان س 3 صہ. 


(أ) آوجدم (۰)4 م (۳) م .)٥(‏ 
(ب) هل م تطبیق شامل ؟ علل اجابتك. 
(ج) هل م تطبیق متباین ؟ علل إجابتك. 


۵ م ۰ صد + صہ بحيث م (س) = س" -14. 
([) آوجد صور الأعداد صض سلاج Y oO‏ ۷ فی التطبیق م . 
(ب) هل التطبیق م شامل ؟ علل اجابتك. 


4-۲ تحصیل ( تر كيب) التطبیقات 


إذا كان لدینا التطبیقان ۸, » /, العرّفان بالخططین كما فى الشکل (۱۱-۲). 


شکل (۱۱-۲) 


فإننا نلاحظ أن مدی التطبیق ۸, مجموعة جزئية من مجال التطبیق م, وعلیه يكن تمثيل 
التطبیقین معاً فی مخطط واحد كما فى الشکل (۱۲-۲) 


شکل (۱۲-۲) 


ما أن التطبیق 2 يُعين لكل عنصر في سہ عنصرا واحدا في صہ وأن 2و يعين لكل عنصر في 
صہ عنصرا واحدا في ع » إذن باستطاعتنا؛ عن طريق متابعة الأسهم من س- إلى ص- ومن ثم إلى ع » 
أن نعین لكل عنصر في س- العنصر ( الوحيد ) الذي بقع عند نهاية السهم في المجموعة رع. 


هذه الجموعة الجديدة من التعيينات مثلة بالأسهم النقطة في الشكل ( 1-7 ) تعرّف تطبيقاً 
من س إلى رع يسمى التطبيق المحصل ( المركب ) للتطبيقيين ۰,۸ 54 
ویرمز له بالرمز ٩,۸‏ م, 


شکل (۱۳-۲) 


1 
التطبیق الحصل للتطبیقین 


7 : سے له صہ 
م : ہے 


وهو التطبیق م ه م : سہ ه ع . العرف بالقاعدة م ه م (س)= م ( ۸,(س)) 


إذا كانت سہ = [صفر» ۱ 2۳۲ 
صہ = [(صفر؛ ]۷۰۰۱٦۰۰ ٤١٣٤ ١٢١٢‏ 3 
برع < [صفی ۲۰۱ ۱١۰۹۰۸۷۰٦۰٥۰٤۰۳۰‏ 7 


وكان م :سه صہ م : ص ه رع ممثلين بالخططین السهميين في الشکل ( ۱۶-۲ ) . 


اسه 4 ماه ما > جه 


)١4-7( شکل‎ 


فبمتابعة الأسهم في مخططي التطبیقین ۰,۸ ۸, نجد أن : 
۶ (صفر) = 31 صہ ۰ ۲(,۸) = ۶ در 
أي أن صورة العنصر صفر < س حسب التطبیق الحصل م٥‏ م, هي ٤‏ 3 .ع » أو بعبارة 


۶ 


اخری : 

مره ۸, (صفر) = م, (۸(صفر)). 
= ( ۲۲ 
٤=‏ 

وبالشل 

م۵ ص (۱) = م رم .)١(‏ مه O)‏ = م (م (5). 

= م (۳) = م (۵) 
١ =‏ = ۷ 


وهكذاء بهذه الطریقة نحصل على الخطط السهمي للتطبيق م, ۵ م, ا بین في الشكل 
( ۲ -۱۵). 


لاحظ أن العناصر ۹۰٦۰۲‏ 3 ,ع تنتمي إلى مدی التطبیق م, ولکنها خارج مدی التطبیق 
الحصل م, ٥‏ م لأنه لا توجد آسهم تبدأ من الجموعة س وتنتهي إلى . 
فالعدد ۲ د رع صورة تحت تأثير التطبیق ۸, للعدد صفر د ص الذي لا ينتمي إلى مدی 
التطبيق م ء وكذلك ا حال بالنسبة للعنصرین ٦ء3۹‏ ع . ۱ 
والآن نورد اللاحظات العامة التالیة : 
ملحوظة ( ۲ -۱) 
١‏ - لكي نعرف التطبیق م ه م لابد أن یکون مدى التطبيق م, مجموعة جزئية من مجال 
التطبیق ہہ . 
۲-مجال مره م = مجال م . 
۳- المجال المقابل للتطبيق م ,5 م, = المجال المقابل للتطبيق ۸,. 
4- مدی ٥٥۸‏ م مجموعة جزئية من مدی م , 
سوف نكتشف بعد قليل أن تحصل التطبيقات بصورة عامة غير ابدالي» لکن قبل ذلك نحتاج إلى 
التعریف التالي : 


تعريف ( ۵-۲ ) 
نقول إن التطبیقین : 


> سح > لح 


۴ : سس له صح 


متساویان » إذا كان 
جج 5 So‏ یتح 


وكان م (س) = م, (س)ء لکل س 5 سے . 


التطبيقان أ» ب من الحموعة [صفر ٩۰۰۳۰۲۰۱‏ ]إلى نفسها مثلان بالخططین 
السيدين ف الشكل ( ۲ ۱ 


آوجد ب ه أء أه ب وقارن بینهما : 


شكل (15-7) 


ب ه | (صفر) = ب (1(صفر)) 


د ب (۲) 
- ۶ 
ب ۱۵ (۱) = ب (۱(1)) 
= ب(۳) 
= صفر . 
ب ۵ (۲) عب (۲(۱)) 
= ب )٤(‏ 
- ۲ 


وهکذا بالطريقة نفسها نجد صور بقية العناصر فى الحال ‏ لنحصل على الخطط السهمی للتطبیق 
ب 1۵ کما فی الشکل ( ۱۷-۲). 


شکل (۱۷-۲) 


وبالشل 


اه ب (صفر) = (ب (صفر)) 


= (صفر) 
ے ۲ 
اه ب (۱) - رب (۱)) 
-۲(۱) 
- ۶ 
اہب (۲)- (ب (۲)) 
)٤( =‏ 
= صفر 


الآن تحقق من أن أ ه ب (۳) =۲ أ ه ب (4) ٤=‏ 


أه ب (۵) = صفر لتحصل على المخطط السهمي المبين في الشكل (۱۸-۲). 


شكل (۱۸-۲) 
وبالمقارنة نجد أن : 

أه ب ع ب ه أ » استناداً إلى التعريف ( ۵-۲ ). 

ملحوظة (۲-۲) 


عملية تحصیل التطبیقات بصفة عامة غير إبدالية» كما یوضح ذلك المثال ( ۲ -۱۱). 


التطبیقان أ ء ب من ك إلى ك معرفان بالقاعدتین : 
أ(ده)- رہ" + © 
ب (له) = لہ. 


أثبت أن اون = ت ہ٥‏ اڈ أوجدأه ب (٢)ء‏ أ٥‏ ب (۷). 


اهب = ا(ب(د)) 


= | (نہ) 
= رہ + ه لكل به دك . 
كذلك › 
ب ه آ(نه) = ب( (دہ)) 
ب ( لہ" + 9 ) 
= نه" + و لکل به د ك . 


با أن مجال (أه ب ) = مجال ب = ك . 

مجال ( ب ۵ أ) = مجال أ= ك. 
فان مجال ( ۵1 ب ) = مجال (ب ۵ 1). 

کذلك . لاحظ أن الجال القابل ( أ ه ب) = الحال القابل ل (ب ۵ أ )ء ناذا ؟ 
لذا أه ب = ب ه أء إستناداً إلى التعریف ( ۵-۲ ). 
أهب(59)-55ده. 

.۹- 

اه ب (۷) = ۲۷+ ه 


.6 6 < 


ار 


١-افرض‏ أن س = و ورک وأن ء ق تطبیقان جح س- إ سے فان با 
فرض 1 بيقان من س- | معرفان ب ب 


([) آوجد (ی, ۵ ۰)۳()۳(وی, ۵ ۳ )٤()‏ 
(ب) ارسم مخططاً سهمياً للتطبيق ۲ ۵ ىه 
(ج) ارسم مخططا سهمیا للتطبیق وه © ۲ 
(د) هل ٥٥‏ ق = ق ٩‏ م؟ وماذا تستنتج ؟ 


۲ انرض أن 

م : صہ ه صل تطبیق بحيث م (س) = س" . 

م : صہ ه ص تطبیق بحیث م (س) = س. 

سض اص تطبیق بحیث رح (س) دا 
(أ) آوجد صور العناصر ۰6۰۳ -۰۷س -۱ في التطبیق ۵,۸ ۸, 
(ب) أوجد صور العناصر ۰۳ ۰۷-۰6 س - ۱ في التطبیق ۵,۸ ۶۸, 
(ج) آوجد صور العناصر ٤‏ ۰ ۰۹-۰۵ س + ۳ في التطبیق م ه م, 
(د) آوجد صور العناصر ۹-٥٥ ٤‏ س - ۳ في التطبیق م ه مي 
(ه) هل م ٩‏ مم = مره م ؟ ولاذا؟ 
(و )هل م 6 م = مه م ؟ ولاذا ؟ 

۱3-۳ كانت ۰۲ ق. ه تطبیقات من ك إلى ك معرفة على النحو التالی : 
س س ۱ 
وم (س) = س +۲ . 

ه (س)= ۲ س +۱. 


فأوجد ما يلي : 
(3)( ۳ ی) (1). (ب) ( و ٥‏ وم ) (صفر). (ج) (۲ ه ۲) (صفر). 
( د )( 3 ه هھ)(٤).‏ (ه) وء(۳س). ( و ) ه (س-۱) حیث س د ط. 
(ز)(۲ ۵ و) (س؟). رح )(ه ٩‏ ۲) (4۱). (ط) ( ۴ ھ)(۱٤).‏ 


(ي) ۵۲ (وی ه ه)( .)4۱‏ (۵) (۲هی) هه (4۱). 
6 ذا کانت س = [۰۱ ۰۲ ۳] .ص = [صفر ٠)٥٤‏ ہے - [۷۰۱].وکان مء مر 
معرفین كما يلي : 
م :سد ه صہ بحيث م (۰<)۱ ۸, (۲) < صفر » م (۳) 2 ۵. 
۴ : صہ ه رع بحیث ہب (صفر) = ٦= )6( ,۸ ٦‏ ۸ (6)< ۷. 
)١(‏ آوجد التطبیق مر ه م ثم اکتب تعريفاً له. 
(ب) ارسم الخطط السهمي لتطبیق مرق م 
(ج) ما هو مدی التطبیق م, ه م ؟ 
٥۔‏ إذا كانت ح مجموعة الأعداد الحقيقية وکان : 
م :عه ع معرفا بالقاعدة م (س) - ۳ س -5. 
م :عه ع معرفاً بالقاعدة م, (س) = س" +۳. 
فأوجد م۵ رك ص ا وفارن بینهما. 
٦۔‏ إذا كانم : س- ه صہ تطبيقا متباینا . 
7: صہدے رع تطبيقاً متبايئاً . 
ثبت أن م, ۵ م : سم سه برع تطبیق متباین. 
۷-]ذا كان م : سب ه ص تطبيقا شاملا. 
نها ع طا فاد 
فأثبت أن م ه م : سہ ه رع تطبيق شامل. 
۸۔ إذا كان م : سه ص. ‏ 
7 :ص به بر 
#,: رع ه ف ثلاث تطبيقات › 


فاثبت أن ۵,۸( م, ٩‏ /,) <(م, ٥‏ ۶ػ وماذا تستنتج؟ 


: معکوس التطبیق‎ ٩-۲ 


تعریف ( LT‏ 
۱-]ذا کان م : س ه ص تطبیقا وکان ص د صہ فان الصورة العكسية للعنصر ص 
هي مجموعة عناصر الجموعة التي ترتبط بالعنصر ص بواسطة التطبیق م. أي أن : 


” -إذا كانت یہ < ص ء فإن الصورة العكسية للمجموعة وہ تحت تأثير التطبیق م هي : 
اس : س 53 جج ني (س) دی ] . 


فى الشکل (۱۹-۲) نلاحظ أن : 


شكل (۱۹-۲) 


الصورة العكسية للعنصر د هي [(ب ] 
الصورة العکسية للعنصر ھ هي [ أ. ج ] 
الصورة العکسية للعنصر و هي © . 


کذلك نلاحظ أن : 
الصورة العکسية للمحموعة [ د. ه ] هي [ [.ب. ج ) = ہیں 


الصورة العكسية للمجموعة [د.و ] هي [ب ]: 
الصورة العکسية للمحموعة [ دب و می اب ج] -س.-. 


إذا كان التطبیق م : ع ه ع معرفاً بالقاعدة : 
م (س) = ۳ +۲ س » حيث ح مجموعة الأعداد الحقيقية» فأوجد الصورة العكسية للعنصرين 
-1.ه وكذلك للمجموعتين 
[ص:١<ص‏ <۷ ]۰ [ص : ص ؟١٠١]‏ . 


الصورة العکسية للعنصر -۱ هی محموعة الأعداد الحقيقية س التی تحقق : 
م (س) = - 
أي أن +7 س --١حم‏ ٢س‏ = -4 


سے س = -۲ 


لذا فإن الصورة العكسية للعنصر -۱ هي [-۲] . 


وس وی ه هی ]١[‏ 

الصورة العكسية للمحموعة [ ص : <١‏ ص < ۷ ] هی محموعة الأعداد الحقيقية س 
التي تحقق : 
حم -۲۰ ۱ < اس < ۳-۷ سے ۲2 < ٢س‏ < ۶ 

ا الى <١‏ س ٢۲‏ 
< > س 3 جم ام س 


لذا فان 
الصورة العكسية الطلوبة هي [س : -۱< س < ۲] 
الصورة العكسية للمجموعة [ ص :ص > ۱] 
= [ س :۲+۳ س < 
= [ س :۲س > ۳-۱] 
= [ س :٢س‏ > -۲] 
7 = [س:س > -۱] 
استنادا لما سبق نورد ما يلي : 


ملحوظة (۳-۲) 

۱- بوجه عام إذا كان م : سہ ه صہ تطبیقاً فان الصورة العكسية للعنصرص د ص- قد تکون 
المجموعة الخالية أو مجموعة مكونة من عنصر واحد أو مجموعة مكونة من أكثر من عنصر. 
۲- إذا كان التطبيق م : س سه صد تقابلاً فان الصورة العكسية لكل عنصر ص 3 صہ تکون 

مجموعة مكونة من عنصر واحد س 5 س- » بحيث م (س) = ص . 

وفي هذه الحالة یکن تعريف تطبيق من ص- إلى س- یربط كل عنصر ص 3 ص- بعنصر واحد 
فقط في س- هو صورته العكسية في س-. يرمز لهذا التطبيق بالرمز م ۲ ء أي أن : 
م ' : صہ ه سہ تطبيق بحيث م ' (ص) = س. 

نسمي م ۲ التطبيق العكسي للتطبيق م » أو معكوس التطبيق م » ولعلك تلاحظ أن م ' هو 
تقابل أيضاً. ۱ 

ما تقدم نجد أنه لكل تقابل م تقابل عكسي م ' لاذا ؟ 
۳ اذا کان م : سی ے ص فایلا وکان لدینا مخططه السهمی, فللحصول علی التطبیق العکسی 
م : ص ے سہ نغير تجاه الأسهم فقط. ۱ ۱ 


إذا كان التطبیق م : س- ه ص ممثلاً بالخطط السهمی فى الشکل ( ۲۰۰-۲ )ء فهل یوجد 
معکوس لهذا التطبیق ؟ وارسم الخطط السهمي للتطبیق العكسي إن وجد . 


شکل (۲۰-۲) 


یتضح من الخطط السهمي للتطبیق م أنه تقابل إذن فالتطبیق م ' موجود. وللحصول على 
مخططه السهمي نعکس اتجاه الأسهم فنحصل على الشکل (۲۱-۲). 


شکل (۲ -۲۱) 


الصورة العکسية للعنصر آهي [۱ ]۰ 

والصورة العكسية للعنصر ب هي [ ۲ ]۰ 

والصورة العكسية للعنصر ج هي [ ٤‏ ]؛ 

والصورة العکسية للعنصر د هي [ ۲ ]۰ 

ونرمز لذلك » على الترتیب ‏ با يلي : 

م" ۳-0۱۱ > ۵ (ب) -۳ 
م (ج) - 4 ؛ ۳۸ (د)-۲ 


إذا كان م: م ه عم معرفاً بالقاعدة : 


ام (س) = س" 


فما هي الصورة العكسية للعنصر ٩‏ ؟ وهل لهذا التطبیق معکوس مع ذکر السبب ؟ 


ا 1 
۱ 


جر 

بوكر 
9 

ت 


ے س٦‏ ۔ ۹ ے سے + ۳. 
إذن الصورة العكسية للعدد ٩‏ هي [-۰۳ ۳] »أي أن م' (9)- [-”#, ۳] 
من هذا یتضح أن م لیس تطبیقا متباینا وبالتالي لیس تقابلا » وعلیه فليس له معکوس. 


آثبت أن التطبیق م : ع ه ع العرف بالقاعدة : 
م (س) = ۲+۳ س 
تقابل ثم آوجد معکوسه . انظر الثال ( ۱۳-۲). 


نترك للطالب إثبات أن التطبیق م تقابل. 
لایجاد العکوس نفرض أن ص د ع أي عنصر في الجال القابل للتطبیق م . 

الصورة العکسية لهذا العنصر هى المجموعة 
[س دع :م (س)-ص ]- [س 3 ے :۲+۳س -ص ]. 

١ 
])۳ - شد ع:س = ب (ص‎ [< 
إذن‎ 
م (ص) = س‎ 
۱ 
» )۳- مب رصن‎ 


وحیث أن ص أي عدد حقيقي فبالامکان أن نضع محلّه التغیر س إذن التطبیق العكسي 
هو : 


ا" 
م :ع هع »> حيث 


۶۸ (س)- + (س -۳). لکل س دع 


لإيجاد م ' ( إن آمکن) علينا أن نحل المعادلة 
هر س تصن 
ونوجد س بدلالة ص لنحصل بذلك علی ^ ' (ص)ء ومن ثم نغیر ص إلى س ۰ كما في 
الثال ( ۲ .)١١-‏ 


|ذا کان التطبیق م : ع سه ع معرقاً بالقاعدة؛ 
م (س) ۲+۱ س + س!۲ 


فما الصورة العکسية للعنصر ۳۲ ؟ وهل لهذا التطبیق معکوس ؟ 


م (س) <۳۲۱. 
سے ۱+ ۲س +س۲ ۳۰ 
ے ۱+ ۲س +س' -۳۰ - صفر 
سے س ۲ + ۲س - ۳۵ - صفر 
سه (س -۵) ( س +۷) = صفر 
0 آوس - -۷ 


إذن 

الصورة العكسية للعدد 5 هي [ - ۰۷ ]. 

وبالتالي فإن التطبيق م ليس متبایناً مما يقتضي عدم وجود م ۳ . 
ارين( 8 


١‏ إذا كانت 0م = 5 مل می ا ہہ 8 وکانت التطبیقات م » مب م من م إلی مم 
معرفة بالمخططات التالية : 


فأي من هذه التطبيقات له معكوس ؟ ارسم المخطط السهمي لكل تطبيق عكسي. 
#-إذا كان التطبیق م من الجموعة [ ۰۱ ۰۲ ۰۳ 4 ١‏ ة) إلى نفسها معرفا بالخطط 
السهمی. 


7 


فأوجد الصور العكسية لكل من : 
(1) ۱ (ب) ۲ (ج) ۳ دد) [1.۳] (ه)[" 4ع ه] 
۳-]ذا کان التطبیق م + 2 حه ع مع رفا بالقاعدة م (س) = س" فأو جد الصور العکسية لكل 


من : 
(أ) الصفر (ب) ۱5 (ج) ]٩۰۱[‏ (د) ۱ 
4-ذاکان م :2 ہے ع معرفاً بالقاعدة م (ده) ۳ به +۱ لكل <ع فهل پوجد م -۴۱ 
استنتج القاعدة التي تعرف م " | إن وجد. 
۰ إذا كان التطبيق : 
م : [-۰۳ -۰۲ -۱ صفر › ۲٢٢‏ #]-ه [۰۲۷-۰۸۰۱۰۲۷صف -۸-۰۱] 
معرفاً بالقاعدة : 
م (س) = س" فأجب عما يلي : 
(۱) وخ م( مادء اسنا م 
(ب) آثبت أن التطبیق م متباین وشامل د ثم استنتج القاعدة التي تعرف م ' . 
(ج) آوجد مره م ۲ (۸) 
مه ' (صفر) 
مره م۲ (-۲۷). 
مه م ' (ص)حيث ص و [لا؟ ۰۲۷-۰۸۰۱۰ صفر ‏ -۱ء -۸]. 
(د) آوجد م ' ه م )١(‏ 
م o‏ م (م 
۸ م(۲) 
مآ اھ تر ھی اسم د EET‏ کت سو اف اگ 
(ه) استنتج تعریف التطبيق م | ٠‏ هام م هم ' .هل همامتساویان ؟ ولاذا؟ 
7 -لیکن م : لے سه ض۔ تطبيقاً معرقاً بالقاعدة : 


م (ده) = +٢۸۹۸‏ ۲ له .١+‏ 


هل هذا التطبیق له معکوس ؟ ولماذا ؟ 


١ 


تماربنعامة 


م : صہ ه صہ تطبيق معرف بالقاعدة م (له) = لہ" + ۱. 

(أ) أوجد صور الأعداد صفر ء -۰۱ ۷ . 

(ب) أوجد الصور العكسية لكل من الأعداد ١‏ » صفر ء ۵ ۰ ۰۱۰ -۲. 
(ج) آوجد مدی التطبیق م . 

(د) هل التطبیق م متباین ؟ هل هو شامل ؟ 


" -إذا کان التطبیق د : صہ ه ص معرفاً بالقاعدة : 


د (ده) = له -۱. 

والتطبیق م هو التطبیق العرف في تمرين (۱) فأجب عما يلي : 

([) هل مره د تطبیق ؟ وإذا كان تطبيقاً فعبر عن (م ۵ د) (ده) بدلالة ده حيث 

ںہ 3 ص. . 

(ب) هل د ٥‏ م تطبیق ؟ حدد القاعدة التی تعرفه فى حالة الإيجاب. 

(ج) هل د ۵ د تطبیق ؟ آوجد مدی هذا التطبيق إن وجد ؛ وارسم الخطط السهمي غير 
الکامل رة ا صو و الاعداد ۱ + ۷ 1۳ ۵ 


۴ كان ل ٤ع‏ سه ع سر نا بالقاغدة ل(س) دس" دا 


فأوجد الصور العكسية لکل من : 
([)۳ (ب) ٤‏ (ج) [ص : -۱< ص <۸ ]. 
(د) (ص :-0<ص < ۲] 


۱3۰۵6 ٣٢ ۰ ۱ = س‎ تناکاذإ۔٤‎ 


6 6 6 4 


ص = [ -۰۱-۰۲صفن ۹۰۸۰۱۷] 
وکان م : س سه ص تطبیقاً معرفاً بالخطط السهمي كما في الشکل التالي : 
وکانت سم ہہ 2 سہ صم, صہ ل صہحیث 
۳ 8 8 ]. 
١ء .٤‏ 


ê; 
.]۸ ۰۷ ۰۱-[ بع‎ 
1 


۳ 


15 ۱-۰ صفر ]. 


فأوجد ما يلي : 

)م )م ۲۸۰6۸ (صہ)ءم (سب)ءم(سہک 
م (سہنا سح ) م ( سے )لا م (سح) م ' ( صب لا صح )م '(صہحہ٥‏ صہ) 
۴ (ض) 6م (رصی) 

مانوع التطبيق المعروف بالشكل أعلاه ؟ 
۰ لیکن : 

۷ ع هادع تطبیقاً معرفا بالقاعدة م (س) -س"- .٢‏ 

هن : ع هع تطبیقاً سر نا بالقاعدة م (س) <س +۱. 

(1) آوجد تعريفاً لكل من التطبيقين م, ٥‏ , » ص٥‏ ۸, . 

(ب) آوجد ( ۸, ° ۸,) (۸(۰6۳, ٩‏ ۸,) (۳) وماذا تستنتج ؟ 

(ج) آوجد (۸, ٥ ,۸(۰)۱-( ),۸ ٥‏ م) (-۱). 
7 -متی یکون معکوس التطبیق تطبیقاًء حدد نوع هذا العکوس ؟ 
۷-آي العبارات الآتية صاثبة وأيها خاطئة ؟ 

([) معکوس کل تطبیق شامل تطبیق . 

(ب) معکوس کل تطبیق متباین تطبیق . 

(ج) معکوس کل تطبیق تقابل تطبيق شامل ولیس متباينا . 

(د) معکوس التطبیق الشامل علاقة. 


حم ہے 2 تطيقا سر تا بالقاضدة: 
م (س) = س + ۱. 
)١(‏ هل هذا التطبيق متباين ؟ شامل ؟ تقابل ؟ 
(ب) هل م ٠١‏ موجود ؟ وإذا كان موجوداً فعرف م ه م ۳ م٥٥٥‏ م وماذا نستنتج ؟ 
۹۔إذا كانت س = [۰۱ ۳۳۰۲ ] وكان ۰,۸ م, تطبيقين من الحموعة س إلى نفسها كما يلى : 
50507 ۳-۸ ۲-۶ ۱ 
م (۱) ٣=‏ )=۱ م )=۲ 
فأثبت أن : 
(م ۵ ,)۳ م م 
۰ -]ذا کان م : ع ه ع تطبیقا معرفا بالقاعدة : 
م (س) < ۸ س٣‏ - ۲۷. 
فأثبت أن م تقابل وآوجد م ۲ . 
١-إذاكانت‏ سہ = أ ب . ج]. صد = [۰۱ ۲] فما هی التطبیقات الختلفة من س 
إلى صہ ؟ کم عددها ؟ ۱ 
۲ -إذا كانت سہ مجموعة عدد عناصرها مء صہ مجموعة عدد عناصرهان, » فكم تتوقع عدد 
التطبيقات الختلفة من سہ إلى ص ؟ 
٠‏ _إذا کان م, :سہ ه ص تقابلاً وکان م, : صہ -> ,ع تقابلا فأثبت أن 
م ٥‏ م : سم ه ب) تقابل . 
( إرشاد : استعن بنتيجة التمرينين ( (٠) ٦‏ ۷) من التمارين 7١‏ -4). 


الهندسه السئوی 4 


۱-۳ تشابه الضلعات . 
٢-٣‏ الضلعات النتظمة. 
۳-۳ قياس الزوایا ومساحة قطاع داثري . 


۱ 


۱-۳ تشابه الضلعات 


تعریف (۱-۳) 
الضلع هو اتحاد ثلاث قطع مستقيمة أو آکثر في الستوي . بحیث أن : 
(أ) القطع الستقيمة تتقاطع عند آطرافها فقط 


(ب) كل طرف ينتمي إلى قطعتین مستقیمتین فقط 
(ج) لا توجد قطعتان مستقیمتان. تشترکان فى طرف واحد. على استقامة واحدة. 


قثل الأشکال في الشکل (۱۱-۳) مضلعات. بینما تلك التي في الشکل (۱-۳ ب) لا غشل 
مضلعات. فلماذا؟ 


۲ شكل (۳۔11) 


شکل (۱-۳ ب) 


تسمی القطع الستقيمة الداخلة في تر کیب الضلع أضلاع هذا المضلع» كما تسمی آطراف آضلاعه 
رژوس هذا الضلع. 

من اللاحظ أن كل رأسين متتاليين هما طرفا ضلع و کل ضلعین متجاورین يشت ركان في رس 
واحد. 


تسمى كل قطعة مستقيمة تصل بين رأسين غير متتاليين من مضلع قطرا لهذا المضلع. 


عين رؤوس وأضلاع کل من المضلعات الواردة في شكل (۱۱-۳) وارسم أقطارهاء ثم اعط في 
كل منها أمثلة على رأسين متتالیین وعلى ضلعين متجاورين. 

محيط الضلع هو مجموع أطوال أضلاعه. 

كل قطاع زاوي محدد بضلعين متجاورين في مضلع مثل [ | ب" | و]ء كما في شكل (۱۱-۳)» 
يسمى زاوية لهذا الضلع رأسها | (رأس في المضلع | ب جد ه و). 


الضلع الحدب والضلع القعر 


نقول عن مضلع ما أنه محدب [ذا وقع بكامله في جهة واحدة بالنسبة لكل مستقیم يحوي ضلعاً 
من أضلاعه آما إذا لم یتحقق ذلك فاننا نسمیه مضلعاً مقعراً. 


ففي الشکل (۲-۳) نلاحظ أن الضلع | ب جد ه مقعر بینما الضلع وزي ح ط محدب. 


ب 
9 ي 
).5 ۱ 
و 
١‏ 8 
ط 


شکل (۲-۳) 


ملاحظة (۱۰-۳) 
إذا ذکرنا مضلعا فإننا نعني الضلع الحدب. 
تشابه الضلعات 


لو نظرنا إلى المضلعين أ ب ج د هب آب ج د م فى الشکل (۳-۳) نلاحظ أن الأول هو 
صورة مکبرة بنسبة معينة للثانی» ولو آجرینا القیاس لوجدنا. 


شكل (۷-۲) 


دمن اس _ اجا ادا _ سا _ اها 
آولا آن سے = = ہے س سے 0 
ایا تا اف و اه 


م 2 
۱ء | 


لاحظ في الشکل ( 4-۳ |) أنه بالرغم من تساوي الزوایا إلا أن الضلع الأول لیس صورة 
مکبرة ( أو مصغرة ) من الضلع الثاني و کذلك ( شکل 4-۳ ب » ) بالرغم من تناسب الأضلاع 
( تساویها ) الا أن الضلع الأول لیس صورة مکبرة ( أو مصغرة) من الضلع الثاني » لاذا؟ 


نقول عن مضلعین لهما العدد نفسه من الأضلاع آنهما متشابهان إذا تساوت زوایاهما التناظرة 
وتناسبت آضلاعهما التناظرة. 


من التعریف (۲-۳) نحصل على ما يلى : 
١‏ الضلعان التطابقان متشابهان. ۱ 
۲ الضلعان التشابهان لثالث متشابهان. 
۳ - الضلع الطابق لأحد مضلعین متشابهین يشابه الضلع الآخر. 


کے را ود 


نسمي نسبة طولي د ضلعين متناظرين في ب مضلعین متشابهین نسبة التشابه. 


فإذا رمزنا بالرمز ث لنسبة تشابه الضلع اب ج د ه للمضلع أب ج ده فان : 


ااب| ابجا _ اجدا ‏ ده _ اهاز , 
= = = = = با 
اب بج چ | | ده]| ۳ 
وتکون نسبة تشابه الضلع آب ج ده للمضلع اب جه ه مساوية ۰ 


تلافياً للخطاً وتسهيلاً لكتابة النسب التساوية بین الأضلاع التناظرة لمضلعين متشابهين» من 
الناسب كتابة رموز هذين المضلعين بطريقة يستدل بها على التناظر» أي بحيث يكون ترتيب 
الرؤوس المتناظرة واحداء فعلى سبيل المثال إذا كان الضلع | ب ج د يشابه الضلع ه و ز ح 


حيث : 


نظرية (۱-۳) 
إذا تشابه مضلعان فان د متحيطيهما تساوى نس التشابه. 


الضلعان | ب جد ه, اب ج د ه متشابهان ء نسبة تشابه الأول إلى الثاني تساوي ث 
ومحيطاهما م » م على التوالي » كما في الشكل (3- 8). 


انا 


1 
مم١‎ 


البرهان 
الضلعان متشابهان فأضلاعهما متناسبة ( تعریف ( ۳-۳ ))ء أي أن : 
اب اب‌ج| إجد| ده ها 
ااب اب‌ج| اج ادف اف 
من خواص التناسب نجد أن : 
|اب| + ب‌ج + |جد| + |دم| + |ها| 
= ث » (لاذ۱؟) 
|آب| + |ب‌ج| + اجن| + |دھ| + اه[ 
لکن م - |اب| + |ب‌ج + |جد| + |ده| + |ها| 
م |آب| + اب ج| + اجه +|ده| + |ه ؟] 


[ذن :گے ث 
1 


اپ ج| = سم .اج د|<۳ سم .اد ه| <ه سم |ه ||-؛ سم 
| 1 ب | ٤=‏ سم ء احسب محیط الضلع آب چ دم 


ال 
|| ب| 


۱ ۲ ۳۹ --7 “la 5 3 5 u ۰ 


۱ ب 


محيط الضلع الأول = م = ۲ + ۱ + ۳ + ه + 


٤‏ = ۱۵ سم. 
ما أن المضلعين متشابهان فإنه حسب نظرية ( ۱-۳): 
- ۱ اق و 2 ب۔ چس ات 
"جو تد سو سی 
۱ 


_ 
س و ۲ 


> لذا م = ۲۱۵ ۲۰ سم 


العلاقة بين عناصر مثلئین متشابهین : 

نعلم أن الثلث ما هو الا مضلّع له ثلائة أضلاع وثلاث زواياء التعریف (۲-۳) لضلعین 
متشابهین یتفق مع تعریف مثلثين متشابهین الذي تعلمته في الصف الثالث متوسط . فإذا قلنا أن 
الثلئین | ب جء اب ج متشابهان» كما في الشکل (۰)5-۳ فان هذا يعني : 


۳ 


بت ہے 


, شکل (5-7) 


مھ لم 
۱- تساوي الزوايا المتناظرة ء أي أن کو 3 = 3 2 = 24 
دن ارادم مم م 4. الجل_ اب جا _ اج | 
SS‏ 


واستناداً إلى ما سبق دراسته فى هذا الجال نجد أنه من السهل اكتشاف أنه فى حالة ا مخلثات 
التشابهة » فإن توفر آحد الشرطين السابقين يعنى تحقق الآخر ولعلك تتذكر الحالات الثلاث 
لتشابه مثلثين كما فى ا حقائق التالية : 


حقيقة (۱-۳) 


یتشابه مثلثان إذا تساوت زوایا آحدهما مع زوایا الآخر الناظرة لها. 


نتيحة =F)‏ 
یتشابه مثلثان إذا تساوت زاویتان من آحدهما مع زاويتين من الآخر . كما في الشكل 
(۳- ۷ لماذا؟ 


کے ہے 


شکل (۳۔۷) 
نتيجة (۲-۳) 


یتشابه مثلثان قائمان إذا تساوت زاوية حادة من آحدهما مع زاوية حادة من الآخر. 


حققة ۳ 


یتشابه مثلثان إذا تساوت زاوية آحدهما مع زاوية من الآخره وتناسب ضلعا آحد هاتین 


الزاویتین مع ضلعي الزاوية الأخری. كما في الشکل (۸-۳). 


شکل (۳ -۸) 
نتيجة (۲۰-۳) 


یتشابه مثلثان قائمان إذا تناسب ضلعا الزاوية القائمة من آحدهما مع ضلعي الزاوية 
القائمة من الآخر. لاذا ؟ 


حقبقة ( ۳-۳) 
یتشابه مثلثان إذا تناسبت أضلاعهماء انظر شکل .)٩-۳(‏ 


إذا تشابه مثلثان فإن نسبة ارتفاعین متناظرین فیهما تساوي نسبة التشابه. 


الفروض 


ہاب ج یشابه اا ب ج [ ب د ]1۰ ب[ ارتفاعان متناظران» كما فى الشکل (۱۰-۳). 


ب 
بت 
شکل (۳۔ )٠١‏ 
ہے ۱ 5 
د جح د٥‏ > 


اب دا ااب| 
اناد 5 
اعت سوج ۲۵1۱ 


۸ ھ 
e‏ زاویتان متناظرتان في المثلثين التشابهین الفروضین 
- و كل منهما قائمة 


لذاء استناداً للنتيجة (۳- )٢‏ ۸ ب د يشابه 1۸ ۳ ومن ذلك نحصل علی : 


اب دا ابا 
اب | |آب| 


نظرية (۳۔- ۳) 
إذا تشابه مثلثان فان نسبة طولي منصفي زاویتین داخليتين متناظرتین فيهما تساوي 


نسبة التشابه . 


ہاب ج یشابہ ۵ اب ج ۰[ ب د]ء1 ب 5] منصفان داخلیان للزاویتین التناظرتین 
میم ہے 
ب ء ب على التوالی ء كما فى الشكل ( ۱۱-۳). 


اپ دا اات| 
المطلوب إثبات 3 = 3 
5 تج ات یا ا 


۸ ھ ہےر مر 17 رر 5 
| = أ » اب ج = اب ج لتشابه الثلئین الفروضین اب ج. اب ج. وبا أن[ ب د ]۰ 
[ ب د ] منصفان للزاویتین اب ج .ء اب ج على التوالی » فان : 
۸ ۸ : 


ع م2 


ابد - اب د 
واستناداً للنتیجة (۱-۳) فان ۱۸ ب د يشابه 1۸ ب د لتساوي زاویتین فيهماء وبالتالي 


اب دا _ |اب| 
ب د| ابا 


نظرية (4-۳) 
إذا تشابه مثلثان فيإن نسبة طولي قطعتي مستقیم متوسطتین متناظرتین فیهما تساوي 


تة التشابه. 


الفروض 
۵ب ج یشابہ ۱۸۵ ب ج [ب د ] ۰ [ ب 2] مستقیمان متوسطان فیهما على التوالي؛ 
كما في الشکل ( ۱۲-۳ ). 


شكل(" -؟1١)‏ 
2 ۲ 2 


البرهان 


ابا اجا 
کح ۱ 
| آب | اجا 


اج د|اج| ۔ادا ۱ 
2 - 1 - - الستشیم التو سط 
رہ سرت وو مشاه 
لذا الجا ]ادا 

| یب | |+| 
إذن 


پا ےر 7 ۸ / 
۵ب جیشابه ۱۸۸ ب ج لتساوي الزاوية | مع الزاوية | وتناسب ضلعي | مع ضلعي | 
(حقيقة ۳۱ ۱۲) فى الثلئین الذ کورین » من ذلك نحصل على 


اب دا _ ]ابا 


ای وخ DEE‏ 
اب د| |آب]| 


العلاقة بين مساحتی مضلعين متشابهین 


شاب ج یشابه شاب جح -ساحة شاب جح -ساحة ۸۵ آب گے 


الب ث = نسبة التشابه 
١‏ ب| ګګ 
كما في الشکل (۱۳-۳) 
شكل (۱۳-۳) 
۱ د ج 


الطلوب إثباته : س = ث" 
ا 


العمل : نرسم الارتفاعين [ ب د]ء [ب 3] 


البرهان 
ماآنح = سل |اج | × اب د| ء ح - ل |آج | یڈ 
اذن 
ع _ |اج| × اب دا 
ف2 سے اس ١‏ ب دا 
!اج . بدا 
2 585 م2 
| آج| اب دا 


ااجا کت لتشابه الثلئین | ب ج » ا ب ج فرضا (راجع التعریف «۱۳-۳) 
۳۹ ۱ 1 

کذلك 
ادن لأن نسبة الارتفاعین التناظرین تساوی نسبة التشابه (نظرية ۳۱ - 0۲) 

ب د 1 

لذا فان 


A‏ ب ج قائم الزاوية في | ء بحيث || ب | ٣=‏ سم » | جا = ۹سم » النقطة 
دعلی [ اب ] بحيث || د | = ۲سم ‏ رسمنا [ د ھ] /11 ج] ليلاقي [ب ج ] في ه. 
احسب مساحة الضلع | ده ج كما في الشکل .)١5-7(‏ 


شکل (۳ - ۱۶) 


لتکن ح = مساحة ہاب جح = مساحة د باه 
ما أن [ده ] /1اج] فان ۸ دب ه یشابه ھآ ب چ 


۳ اب دا اب دا" 
رسک 3 3 5 نظ ىڈ (۳- 
إذن 2 ) ا ( آب ۲۲ (نظرية «46-۳) 
ولکن اب د| = اب | ہے اد !| 5 -؟ <- سم 


۱ 
پا 5 ۳۳ ۲ 
كذلك ح جح ٩۹ X‏ = ۷ سم 


۳ 3 
ہے 2 - ۲ 
ج شیع = اسم 
فتکون مساحة الضلع | د ه ج = ح - جح = ۲۷ - ۱۲ - ۱۵. ۲ 


کس" 


إذا تشابه مضلعان فإنه يكن تقسيم کل منھما إلى مثلثات تتشابه مع نظائرها في الضلع 
الآخر . 


سنبرهن هذه النظرية في حالة مخمسين متشابهين . ويمكن بالطریقة نفسها أن تبرهن النظرية 
فى حالة أى مضلعين متشابهین. 


الفروض 
الضلع | ب جد ه يشابه الضلع آب ج ده كما في الشکل (۱۵-۳) 


شکل (۱۵-۳) 


الطلوب إثباته : أولاً ۸ اب ج یشابه ۵ب ج 
نان ےھ ا بف ونان ا ره 
ثالثاً ده 


البرهان 

من اه الان لرن ان ی و 
ابا _ ابجا 

أب اب چا 

إذن 


۸ اب ج يشابه ۵ب ج ( راجع ا حقیقة «0۲-۳) 
وهو الطلوب إثباته أولاًء من ذلك نحصل على : 


03 چو )۱( 


إذن 
ده یشابه ۵ هَ ( راجع الحقيقة (۳- ۲») 
وهو الطلوب إثباته ثالثاًء 


بالتالي نحصل على 


)3ھ 

| 21| | مه | )۲( 

ولکن 

ابا | اھا : اج دا (۳) (لتشابه الضلعین) 
|1 با ۳-۹ اج دا 

من (۱)ء (۲)ء (۳) ينتج أن 

ااجا ‏ |اد|_ إجدا 

1 جا | 21 | اج دا 

ومن ذلك نستنتج آن 


۸ا ج د شابه 1۸ ج د لتناسب أضلاعهما 
وهو المطلوب إثباته ثانيا. 


إذا كانت ره = عدد أضلاع مضلع ماء فأقنع نفسك بأن عدد المثلثات الداخلة في تقسيمه 


درم - ۲ . 


99ھ0۳0" 


البرهمان : ( غير مطلوب ) 


الضلع اب جد هيشابه الضلع | ب ج د ه. كما في الشکل (۰)۱6-۳ ومساحتیهما 
ح٤‏ على التوالی » ونسبة التشابه = ث . 


الطلوب إثباته : سک = ث'۔ 


البرهمان 

لنفرض أن ,۰ ح, » ح, ترمز لساحات الثلث | ب ج, | جد. |د هب على التوالي» 
وبالقابل ح, » ح, »ح, ترمز لساحات الثلثات الناظرة. 

لقد رآینا أن نسبة مساحتي مثلئین متشابهین تساوي مربع نسبة التشابه (نظرية ))٥- ٥٣‏ 
وعلیه یکون : 
الات ع يما ةا عد - ثا 0( 


0 سے کا = شا‎ 98 ٤ 


71“ سب دنا )۳( 


من (۱)ء (۲)ء (۳) ینتج أن 


...جا ا رٹ٢‏ سے کا کاک ۔ ث۲ ماذا؟ 
جح E‏ حم جح كح احم 


لكو چ دح نے نک بے چے بے مہ 


إذا كان طولا ضلعین متناظرین في مضلعین متشابهین ۳ سم » ه سم و کانت مساحة الضلع 
الأكبر تساوي ۱.۰ سم'ء فأوجد مساحة الضلع الأصغر. 


لنفرض أن ح ترمز لساحة الضلع الأصغر ۰ ح لساحة الضلع الأكبر 


إذن 
3 ۳ ماه العمل ۶ 
حي = (ے-)' استنادا للنظرية (۷-۳) 
آي آن 
5 ۹ ۳۳۱۰۰ ۱ 
۰ ۰ ۲۷6۵ > >۔ وه 


۱-هل الأشكال الاتية مضلعات مع ذکر السبب ؟ 


1( (ب) 


(د) 


!ےی أى الضلنات ال محا انها مشعرا . 


e (١)‏ (ج) 


۳- ارسم شکلاً لضلع محدب وآخر مقعر لكل من الأنواع الآنية : 
(1) شکلا خماسیا. (ب) شکلا سداسیا. (ج) شکلا ثمانیا 

٤‏ - اختر آحد رژوس کل مضلع فیما يأتي وارسم کل أقطار هذا الضلع النطلقة من هذا 
الر آس. وما هو عددها؟ 
)١(‏ مضلع ذو اثني عشر ضلعاً . (ب) مضلع سباعي. (ج) مضلع ذو تسعة أضلاع. 
N EEE‏ سب تيب هل ۲ 

سے ی سج 2 تقسیم هذا الضلع. 

- اذکر عدد المثلثات الداخلة في تة تقسیم كل من الضلعات التالية : 


() الضلع السباعي. (ب ) الضلع الثماني. ١‏ (ج ) مضلع ذي ستة عشر ضلعاً 


قت ہی 
7 2.2۱۳۰ یت 029 ٦ A‏ ۰ (هت) ۲۳۰ 


۸ - مستطيلان متشابهان بعدا آصغرهما ٤‏ سم " سم. 
أوجد بعدي الستطیل الأكبر إذا علمت أن نسبة التشابه هي--.. 

۹ - مضلعان منتظمان متشابهان ذوا تسعة اقلام طول ضلع الارآمازی ٥‏ سم وطول ضلع 
الثاني يساوي ٦‏ سمء آوجد محیط كل منهما ونسبة التشابه. 

۰ - مضلعان متشابهان فیهما ضلعان متناظران طولاهما ۱۲ سم ۱۵ سم على الترتیب. فإذا 
كان محيط الضلع الأصغر ۳۰ سم فأوجد محيط الضلع الأكبر. 

١‏ المضلعاناب جده اب جه ه متشابهان فيهما | اب| = ٣‏ سم 
اب ج| <ه سم | ج دا ٤=‏ سم اد ه | = "سم 
اه ا || <۸ سم 
و سے ہسوسو شش ل ال 
- مضلعان متشابهان النسبة بين مساحتیهما تساوي شل فاذا کان آحد أضلاع الضلع 
برد سم فأوجد طول الضلع ا مناظر له في الا کبر. 


۳ - مثلثان متشابهان مساحتاهما ۲۵ سم" ۰ 4٩‏ سم" على الترتیب فإذا كان طول ارتفاع في 
الأول ٤‏ سم فآوجد الارتفاع الناظر له في الثلث الآخر. 

٤۔‏ الضلعان | ب ج د هب ت 5 يشابهان الضلع | ب ج د آثبت أن الضلعین 
اب جد. بت ڪڪ 5 متشابهان. 

6 اب ج مثلث نص الضلعان [! ب] ء [| ج] في النقطتین د » ه على الترتیب آثبت 
أن المثلث | د ه يشابه الفلث | ب ج. کم تساوي مساحة الثلث | د ه من مساحة 
الثلث اب ج؟ 

٦۔‏ إذا كان الضلعان | ب ج د ء 1ب چ د متشابهین ء وكانت النقطتان» ه » هّ منتصفی 
[ب د] ء[بَدَ] على التوالي ء فأثبت أن المثلثین | ب هب | ب هَ متشابهان. ۱ 


۲۳ الضلعات النتظمة 


٩۰۲ ( رت‎ 


الضلع النتظم هو مضلع آضلاعه متطابقة وزوایاه متطابقة. 


)١(‏ الثلث المتطابق الأضلاع هو مضلع منتظم حیث أن أضلاعه متطابقة وزوایاه متساوية 
قياس کل منهما يساوي ٦٦ء‏ انظر الشکل (۱۱۲-۳). 
(ب) المربع مضلع منتظم لأن آضلاعه متطابقة وزوایاه متساوية قياس كل منها يساوي ۹۰ء 
انظر شکل (۱۲-۳ب). 
اب ی 
ب ۱ 
N‏ ۱ 5 
شكل (1۱1-۳) شكل (٣-١١ب)‏ 


(ج) الخمس النتظم هو مضلع . آضلاعه الخمسة جمیعها متطابقة وزوایاه متساویة كما 
في شکل (۳- ۱۷). 


شکل (۱۷-۳) 


( د ) المثمن النتظم هو مضلع. آضلاعه الثمانية متطابقة وزوایاه متساوية » كما في الشکل 
(۱۸-۳). 


أ 3 
شكل (۱۸-۳) 
ملاحظة (۳- ۳) 

(1) من العلوم أنه إذا كانت رہ هي عدد أضلاع مضلع ما فان مجموع قياس زواياه 
دوس )٢-‏ × ۱۸۰۸ ( راجع التدريب (۳- ۲))ء ونتيجة لتساوي الزوایا في الضلع 
النتظم فإننا نحصل على : 

WO) 


قياس الزاوية في مضلع منتظم عدد آضلاعه رہ = 


له 


(ب) یتشابه مضلعان منتظمان إذا تساوی عدد آضلاعهما. 


۱- احسب قياس زاوية الخمس النتظم والشمن النتظم. 
۲- الربم | ب ج د طول ضلعه = ۲۷ سم نصّف كلا من آضلاعه د نقاط 
بع | سم من آضلاعه ثم 


التتصیف . كما في الشكل (۱۹-۳). برهن أن الشكل ا حاصل مربّع وأوجد طول ضلعه. 


شکل (۱۹-۳) 


إمكانية رسم دائرة خارجية وآخری داخلية لضلع منتظم معلوم 


تعریف (۵-۳) 


نسمي الدائرة التي تمر برژوس مضلع منتظم معطی . الداثرة الخارجية لهذا الضلع بینما 
نسمی الدائرة التى تمس أضلاعه (من الداخل). الدائرة الداخلية. 


لیکن اب ج ده ... مضلعاً منتظماً معطی ‏ كما في الشکل (۲۰-۳)) ولنفرض أن م 
مرکز الدائرة التی تمر بالنقاط أ ب » ج حيث إنها ليست على استقامة واحدة. 


شكل (۲۰-۳) 


لذا فان |م |= ام ب| = |ام جا (أنصاف أقطار فى دائرة واحدة) 
لنصل م بالرؤوس اب جا .. 
۸ 


5 ۸ 
بماأن ١‏ © ج د ب ج د فان +١‏ 7- 


مم N‏ < 
ولکن ۲ = ۳ (لان ام ب| = ام جا في ۸ مب ج) 


وبا آن || ب | = |ج د| فان الثلثین | ب م ء ج د م متطابقان ( لتطابق ضلعین 
وتساوي زاوية محصورة بینهما من الثلث الأول مع نظائرها في الثاني ) لهذا فان |م || = 
ام دا » أي أن الدائرة التي تمر بالنقاط | ء ب » ج تمر آیضا بالنقطة د . 
بهذه الطريقة يمكن إثبات أن هذه الدائرة تمر ببقية رؤوس المضلع المعطى. 
من النقاش السابق نحصل على الاستنتاج التالي : 
إذا أعطينا مضلعاً منتظماً فإنه بالإمكان رسم دائرة خارجية له. 
من جهة آخری. إذا كانت م مركزاً للدائرة الخارجية لمضلع منتظم معطی » كما في الشكل 


(۲۱-۳) فان 


شكل (۲۱-۳) 


ام 1| = |مب| = ام ج| -|مد | -...( أنصاف أقطار في دائرة واحدة) 


كذلك 
= |جد| =... (الضلع | ب ج د... منتظم ) 


|اب| = اب ج| = 


لذا نحصل على تطابق الثلثات م | ب » م ب ج.م ج دء ... التي قواعدها آضلاع 
الضاع النتظم ورژوسها عند النقطة م ء ما يقتضي تطابق ارتفاعاتها النازلة من م . 

لذا فالداثرة التي مركزها م ( مركز الداثرة الخارجية ) وطول نصف قطرها يساوي طول العمود 
النازل من م على أحد أضلاع الضلع النتظم العطی تمس جمیع آضلاعه من الداخل » أي أنه : إذا 
آعطینا مضلعا منتظما فانه بالامکان رسم دائرة داخلية له. 


ملاحظة (۶-۳) 

من النقاش السابق نستنتج أيضاً أن الدائرة الداخلية والداثرة الخارجية لضلع ما منتظم لهما 
الرکز نفسه ء نسمیه مركز الضلع النتظم. 
رسم بعض الضلعات النتظمة داخل داد ة معلومة 

سبق لنا التعرف على بعض الضلعات النتظمة من خلال الثال (۶-۳) ویجدر بنا الآن أن 
نشیر إلى طريقة رسم بعض منها داخل دائرة معطاة. 


۱- الخمس النتظم 


لنرسم الدائرة( م» سس ) العلومة ونقسم الزاوية المركزية إلى خمس زوایا متساوية قياس كل 
منها ا = ۷۲ء كما في الشکل (۲۲-۳) ثم نصل نقاط تلاقي آنصاف الأقطار مع الحیط 
٥‏ 7 


شکل (۲۲-۳) 


لاحظ أن الزوایا ال ر كزية التساوية یقابلها آقواس متطابقة والأقواس التطابقة یقابلها آوتار 
متطابقة. 


تأكد من تساوي جمیع زوایا الخمس عن طریق تطابق الثلثات الخمسة التي رژوسها ۲ 
وقواعدها أضلاع الخمس. 
۲ المثمن النتظم 


لنرسم الدائرة ( ۰۳ س ) العلومة ونرسم فیها قطرین متعامدین [| ه ]۰ [ جز ]ثم نتصف 
الزرایا القائمة بالتصفات [ م ب ]1م د ]۰ [م و ]1 مخ ] كما في الشکل (۲۳-۳) 


والآن نصل النقاط | . ب . ج . د . ه٠‏ و » زء ح لنحصل بذلك على الثمن النتظم 


شكل ۲۲۷۰ 


۷۳ے 


تأکد من أن الثمن في الشکل ( ۲۳-۳) منتظم. مستمیناً بنقاش ممائل للوارد في الفقرة 
السابقة والخاصة بالخمس النتظم. 
والجدير بالذكر أنه يكن استخدام الطريقة السابقة لرسم أي مضلع منتظم عدد آضلاعه ںہ 


داخل الدائرة ( ۰۳ س ) المعلومة كالتالى : 1 
o ¢‏ ود بے A‏ 5 5 10 
لنرسم أي زاوية مركزية مثل ام ب قياسها يساوي --- ثم نركز الفرجار في ب وبفتحة 
قدرها || ب| نقسم الدائرة إلى أقواس متساوية ونصل بين هذه النقاط لنحصل على المضلع 
| ب ج د ه ..., كمافى الشكل (۲-۳). 


شكل (۳۔٤۲)‏ 


لاحظ أن تساوي الزوايا المركزية يؤدي إلى تطابق الأقواس المقابلة لها وبالتالي تطابق الأوتار 


م د هب ... يؤدى إلى أن 


ۓگ 5 ۸۹ 
آی أن | بت ج = ب جر د = ج داھ - .. 


۰ 


لتحصل بذلك على الضلع اب ج ده .. النتظم الطلوب 


ارسم مثلثاً منتظماً داخل دائرة وحاول» عن طریق تنصیف الأقواس الناتجة » المحصول 
على مسدس منتظم . ماذا يحصل لو قمت بتنصیف آقواس السدس ؟ وماذا تستنتج ؟ 


ارسم مضلعاً منتظماً ذا اثني عشر ضلعاً داخل داثرة نصف قطرها ٥‏ سم. 
مساحة الضلع التتظم 


تعر نف ( ۱۱-۲ 
نسمي طول العمود النازل من مركز الضاع النتظم على آحد أضلاعه ء عامد الضلع. 
كما في الشکل ( ۲۹-۳ ). 


نظریة (۸-۳) 
مساحة الضلع النتظم تساوي نصف حاصل ضرب طول محيطه في عامده. 


الفروض 
أب جاد. .. مضلع منتظم و ة 
الطلوب إثباته : مساحة الضلع النتظم - چ چے 2 


العمل : لیکن ” مركز الداترة الخارجية للمضلع العطی ولتصل ۳1 ۰۲۱ ۲1ب ]ء 
[ ۲ ج 1.1 ۲ د]ء .... كما في الشکل (۲-۳). 


شکل (۲۵-۳) 


البرهان 


مساحة ۵ ماب = ل || ب| .ع ‏ کذلك 


وبصيغة مکافتة نحصل على مساحة بقية الثلثات التطابقة التي رأس کل منها م وقاعدته 
آحد آضلاع الضلع. 
مساحة الضاع النتظم = مجموع مساحات هذه المثلثات التطابقة 


تك ا ری جح ےک 


(|اب| + |بج| + ...)ع 


إذن مساحة الضلع النتظم = ب م ع. 
ملاحظة ( ۳ ه) 

إذا كان | ب ج د ... مضلعاً منتظما عدد أضلاعه ںہ ء عامده ع ۰( ۳ نو ) دائرته 
الخارجية » كما في الشكل »)۲٦-۳(‏ 


شکل (۳- ۲۰۱ ) 


في الثلث | م بء 
]مب 
۸ 
ك ۳ 
1 ۲ 
۳۹۰ 
u‏ 
1۸۰ 
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طول الضلع والعامد لبعض المضلعات النتظمة. 
نذكرك فيما يلى با سبق أن تعلمته فى المرحلة التوسطة عن بعض المضلعات النتظمة. 


زا 
في الشكل (۳- ۲۷) مربع مرسوم داخل الداثرة. 


(ے س ). 


ما طول ضلع هذا المربع» لعلّك تذكر أن 5 
|| ب | >۷ ٢‏ «تحقق من ذلك) 
ما طول عامد الربع ؟ لعلّك تذكر أن 
و۷ ہے ۱ 
ام نا سح (تحقق من ذلك). ۱ ۲ ۳۹ 


شکل (۲۷-۲) 


(۲) السدس النتظم 
في الشکل (۲۸-۳) مسدس منتظم 

مرسوم داخل الداثرة (م ۰ س,) 

ما طول ضلع هذا السدس؟ 

لعلك تتذکر أن || ب | = س (تحقق من ذلك). 


شکل (۲۸-۳) 
استنتج طريقة لرسم هذا السدس مستعینا بالفرجار والسطرة. 
بخ و۷ ۳ ۳۷ 
ارسم العامد [م ھ]. لعلّك تتذکر أن |م د | - سس - کح 
(تحقق من ذلك) 


(۳) الثلث التطابق الأضلاع الرسوم داخل دائرة. 
ارسم مسدساً منتظما | ب ج د ه وداخل الداثرة( ۰۳ س ) كما في الشکل (۲۹-۳). 
صل أضلاع المثلث | جاه 


ماذا تقول عن هذا الثلت؟ 
لعلّك أدركت أنه متطابق الأضلاع 

احسب طول أحد أضلاعه. 

لعلك تذكر أن || ج|- س ۳۷ 

( تحقق من ذلك) 

حاول أن تبرهن أن طول العامد |م | - جد 


شكل (۷۹-۳) 


١‏ - أي الأشكال الآتية مضلعات منتظمة مع ذكر السبب عندما يكون الشکل مضلعاً غير 


منتظم؟ 


۲ - آوجد قياس إحدى الزوایا الداخلية لضلع منتظم له : 
(أ) سبعة أضلاع (ب) عشرة آضلاع (ج)ستةعشر ضلعاً (د) ںہ ضلعا. 


۳ آوجد مجموع قياس الزوایا الداخلية للمضلعات النتظمة الاتية : 


1 سدس (ب ) التسع (ج ) مضلع له أربعة عشر ضلعا. 
٤‏ - آوجد عدد أضلاع مضلع منتظم إذا علمت أن قياس إحدى زواياه الداخلية هي : 
(1) ۱۰۸ (ب) ۱66 (ج) ۱5۲ (د) ۱۷۰ 


٥‏ - ارسم الأشكال النتظمة الاتية داخل دائرة ( م۰ 6سم). 
11 سیا (ب) متسعا (ج) شکلا له اثنا عشر ضلعاً 

.مس٦ آوجد مساحة السدس النتظم الذي طول ضلعه‎ ٦ 

۷-مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه ‏ سم . آوجد النسبة بين مساحتي الداثرتین ا خار جية 
والداخلية للمثلث الذ کور. 

۸ مربع طول ضلعه ۲ ل سم صف کل ضلع من أضلاعه. بین أن نقط التنصيف هي 
رؤوس مربع. 

۹ ب ج مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه “سم قُسم کل من أضلاعه إلى ثلائة آقسام 
متساوية. برهن أن نقط التقسیم هي رژوس مسدس منتظم. 

۰ - إذا قسمنا محيط دائرة إلى خمسة أقسام متساويق فأثبت أن الأوتار الواصلة بين نقط التقسیم 

١‏ -برهن أنه إذا تشابه مضلعان منتظمان فان نسبة نصفي قطري الدائرتين الخارجيتين تساوي 
نسبة التشابه. 

۲ ۔ برهن أنه إذا تشابه مضلعان منتظمان فان نسبة محيطيهما تساوي نسبة نصفي قطري 
الدائرتين الخار جيتين. 

۳ - برهن أنه يتطابق وتران في دائرة إذا وفقط إذا تساوی بعداهما عن مركز تلك الدائرة. 


5 - ارسم دائرة (م 3 س ) ثم ارسم بدقة المربع المرسوم داخلها. 


وارسم العامد التعلق بکل ضلع من آضلاع الربع ۰ ثم مد العوامد التي رسمتها لتلاقي 
الداثرة صل كلا من نقاط التلاقي برأسي الربع الجاورین لها. 
آثبت أن الضلع الذي حصلت عليه مثمن منتظم وإذا كان س = ۲۷ سم فاحسب طول ضلع 
هذا المثمن. 
1-6 آب] وتر في الدائرة (۰۳ س ) طوله يساوي طول ضلع المسدس المنتظم المرسوم 
داخل الدائرة. [ب ج] وتر آخر طوله يساوي طول ضلع المثلث التساوي الأضلاع 
الرسوم داخل الدائرة. أثبت أن الوتر [| ج] بر بالرکز ۲. 
۲ - اکتشف طريقة لرسم الثلث التساوي الأضلاع في الدائ ۶( س, ) بدون رسم 
اللسدس, ولا قياس الزوایا معتمدا على الشکل الرسوم. 


۱-۷ ب ج د رباعی دائری نصف قطر الدائرة الارة برژوسه س » 
| اب| = اب‌ج| = س۲۷ اجد = 
احسب كلا من |د | » |ج دا ثم احسب مساحة الرباعي | ب ج د. 
ا قياس الزوایا ومساحة قطاع داثری 
قياس الزوايا 
من الطرائق المعلومة لدیناء لقياس الزواياء طريقة التقدير ( القياس) الستينى» ومن المفيد هنا 
أن نتعلم طريقة أخرى تعرف بالقياس الدائري. 


ع ع سے | 
لنفرض أن ( م ۰ س ) دائرة بحيث أن | أب| = نس .وآن | م ج زاوية مركزية قائمق 
كما فى الشكل (۳۰۰-۳). 


شکل (۳۰-۳) 


أ 
م ب 0 5 
۵ ج 


ہے 
= ےٹک حیث ا١ب‏ 
)ھ7 1 


يرمز لطول القوس 1[ ب] 


وبا أن 


5-5 ® ۱ 
1 ب | و اج = ب طول محيط الدائ 


و< ل (۲ ط ی) = رف 
حیث ط هنا ترمز للنسبة افترے 
۸ 
أ ب ص 
إذن 7 کڪ 
۲ 
كل 
ط 
لذا 


وحیث إن كلاً من البسط والقام مقدار ثابت ‏ نستنتج أن | م ب = مقداراً ثابتاء ولهذا 


يكن اعتبارها وحدة لا یسمی بالقیاس الداثري للزوایا؛ حيث تعرف الزاوية | مب بالزاوية 
النصف قطرية ( أو الرادیان) ومن هنا نستخلص التعریف التالی : 


تعربف (۳- ۷) 


الرادیان هو قياس زاوية مركزية یکون طول القوس القابل لها. والحدود بضلعیها» 
ص٠‏ 3 ا 


۳ ۳ ۳ 3 7 
للخل دهي ۹۷ ۵۷ تق سا 
سد فرب 


القیاس الدائری لزاوية هو الذی وحدة القیاس فيه الر ادیان. 


الزاوية النصف قطرية الواحدة ( الراديان) - - ء أى أن ط من الزوایا النصف قطرية 


= ۸۰۸ 
فإذا كان قياس زاوية ما بالتقدیر الستيني س وبالقیاس الدائري د رادیان فان 
سے رو 
WN‏ ط 
أي أن س = -2 ۱۸۰ درجة 


1 


أو جد قياس زاوية المسدس النتظم بالتقدير الدائري 


۷۸۸ ( 


زاوية السدس النتظم ( بالقیاس الستيني ) - تس < ۱۲۰ 
وذلك استناداً إلى فقرة (1) من اللاحظة (۳-۳). 


۸ 
إذن ‏ . 
۱۳۰ 7 
د = سم 2۳,۱۵ ۲,۰۹6 رادیانا. 
حساب طول قوس دائرة 


نظرية )٩-۳(‏ 
إذا كانت (م ۰ س ) دا ثرة وکان ل طول قوس الدائرة الحصور بین ضلعي زاوية 


مركزية قباسها د رادياناً فإن ل - د س.. 


الفروضص 
اع هه ۸ ۰ E‏ 0 ہے ۰ 
( م » س ) دائرة » | م ج زاوية مركزية قياسها = د رادیانا | جا = ل » كمافي 


الشكل (۳۱-۳) 


شكل (۴۱-۳) 


الطلوب إثباته ل = د س 
العمل : نرسم الزاوية النصف قطرية | 6 ب. 


سے 
٦ئ‏ اج ذلك لتناسب الزوايا المركزية مع أطوال الأقوا 
gm‏ د 3 ۰ ۰ * یه 
۱ب ٢١با‏ ہف سد قواس 
المقابلة لها. 
صو ۸۹ ۳2 2 
ولكن | آب| = |1 م| = سء | م ب = راديانا واحداء 


۸ ہ 
ام ج = د رادیان ||ج| <ل 


0 یه 
ملاحظة ( ٦-۳‏ ) ۱ 
يما آنل = د نو و د = - تقاط وراماك 


۸۰ 
لذا فإنه إِذاعُلم قياس الزاوية المركزية بالتقدير الستيني » فان 
ل - اسن 


7 
۰ 


× ط س 


احسب طول القوس القابل لزاوية مر كزية قياسها ٤‏ ,۱ راديان في داثرة نصف قطرها ۵ سم. 


ل = د س سه ل< 4 ,۱ × ۵ = ۷ سم 


آوجد بالتقدیر الستيني والتقدير الدائري قياس زاوية مر كزية تقابل قوسا طوله ٤‏ ط سم من 
محيط دائرة نصف قطرها ٦‏ سم. 


د = 


»> قياس الزاوية بالتقدیر الداثري 


. ۳ 


د 


س = جب ۱۸۰ سے قياس الزاوية بالتقدير الستيني 


ط .6 .6 
0 س۰ ع ھجت ۱/۳۰ = ۱۳۰ 


مساحة قطاع دائري : 
لنتذكر القطاع الزاوي المركزي » بالنسبة لدائرة معلومة » عبارة عن قطاع زاوي رأسه مر كز 
تلك الدائرة» ون القطاع الدائري هو تقاطع دائرة وداخلها مع قطاع زاوي مركزي» كما في 


الشکل ( ۳۷۰۳ ). 


صن 


ب 


شكل (۲۲-۳) 


2 
سوف نرمز لهذا القطاع بالرمز [ م !»م ب ]. 


ETI 
في الدائرة ( م » دو ) : مساحة القطاع الدائري الذي طول قوسه ل تساوي !ل س‎ 


الفروض ۹ 
رم 3 و ) دائرة معلومة [ م | » م ب ] قطاع دائري طول قوسه ل» كما في الشکل (۰)۳۳-۳ 
ومساحته_ع. 


ب شكل ۳۳:۲ 


العمل : نقسم القوس الصغیر [ آب] إلى ںہ من الأجزاء المنساوية في النقاط ج» ه» ي» 


[ڑھہ ی]... 

البرهان 
ا(ج| - اجه - |هي| -... © |اج|- اجه - 
|ام ي| -... 


ے الثلثات م اج م ج هب م هى ء ... متطابقة وذلك لتطابق الأضلاع التناظرة فیها. 
لكن مساحة ۵ ما ج=×ع || ج| حيث ع طول العمود النازل من م. 

عدد المثلثات = رہ حم مجموع مساحات الثلثات x‏ ع x‏ || ج| × ىہ 

کو ا اج اا یناہ ادا ج دد 


إذن 
٦‏ 3 ۱ 5 ۰ 

ہے اک × طول الخط الضلع. 

وبزيادة نقط تقسیم القوس [ أس] تصغر الأوتار المتناظرة ومن ثم يزداد الخط المضلع قربا 

بز سی الكوس سد بی سی e‏ ر 
من القوس وبالتالي فإن طول الخط المضلع بقترب من || ب|= ل. والارتفاع ع يقترب من سس في 

: : 
طوله» ومجموع مساحات الثلثات يقترب من مساحة القطاع [ م | »م ب ]۰ لنحصل في النهاية على 
١‏ 
ع حال س 


ملاحظة ( ۷-۳) 
() يمكننا حساب مساحة قطاع دائري في دائ م »س ) معطاة . بمعلومية زاویته المركزية» 


كما يلى : 
إذا کان [ م (م ب ] قطاعاً دائرياً » شکل (۳۹-۳ ) حيث 


شكل (۳۔٤۳)‏ 


7 چھ 
ام ب = د رادیان » ااب | > ٠0‏ فانه حسب النظرية ( ۹-۳) : 


ل = د س. 

لکن مساحة القطاع = ل نس حسب النظرية (۱۰-۳) : 
لذا نجد أن 

مساحة القطاع الدائري - 002 


(ب) إذا اعتبرنا الداترة قطاعاً قياس زاویته الر كزية ۲ ط رادیان » فان مساحتها ء استناداً للفقرة 
(1) السابق فعطی بالقانون : 
مساحة الدائرة = × ۲ ط ىی؟ 


سے ط و" 
(ج) كذلك نستطیع حساب مساحة قطاع دائري بعلومية مساحة الدائرة الرسوم فيها وقياس 
زاویته المركزية » كما يلي : 
۱ 
مساحة القطاع سپ دس 
مساح الدائرة ط بو" 


= ت حيث د = قياس الزاوية المركزية بالتقدير الدائري. 

سه مساحة القطاع الدائري = _ے_ × مساحة الدائرة الرسوم فيها. 
۶ 9 ۓگ 57 ۲ 

أيضاً ء با أن 


= ط × مب 
۱۸۰ 

لذا فان ۱ 
مسلط شلات .ند اة 
03 ۰ ط 
اي ان 1 
مساحة القطاع الدائري - س × مساحة الدائرة المرسوم فیها » حيث س = قياس الزاوية 
الکو بس الستيني. 


آوجد مساحة النطقة الظللة فى الشکل ( ۰۳۵-۳ 
2 9 
حيث [ |» ۲ ب] قطاع دائري » قياس زاويته المركزية = 


۰ ونصف قطر داثرته ٦‏ سم. ( اعتبر ط < ۳,۱۶ ۸ 
۷ 2 ۷۳ , ۱ ). 


شکل (۳۵-۳) 


۲ ۱ ۳ 50 

مساحة الدائري سپ دنق 

56 ط× 

ولکن WN‏ 
لذا 


مساحة القطاع الدائري = ل × ط × - انق 


۲ 


١ ® ۳‏ 1 ۲ 
سه مساحة القطاع [ ۴ ۲ 22 ط لاس۲۲ سم 


= ٦ط‏ سم" 
الآن اقنع نفسك بأن ۸ ۲ | ب متطابق الأضلاع وأن ارتفاعه - ۳ ۷ ۳سم. 
لذا 
مساحة ۸ ۲ | اب =× ۹ ۳۷۳۔ ۹ سم 
ولکن 
مساحة النطقة الظللة 


مساحة القطاع الداثري - مساحة ۸ ۲ | ب 
= ٦ط‏ ۳۷۹ 


١هر,هال‎ 615 


< ۳,۲۷ سم" 
قارين ( ۳-۳) 
۱- حول إلى درجات : 
(1) ۳,۲ رادیان کک راف 
۲- حول إلى رادیان 
و سیت (ب) 5 ۱6 
٣۔‏ أيهما أكبر : - 


(1) ۱۲۹ آم 7,1 راديان؟ 
هع ۱ 
6 
(ب) ۱۹ ام 1 راديان؟ 


: تحقق ما يأتى‎ - ٤ 
. ٤٥ = رادیان =۰ (ج) -ط رادیان‎  )ب(‎ ٩۰ = رادیان‎ 2 _ )1( 


(د) سے رادیان = ۳۰ (ه) نف رادیان > ۰۱۲۰ 
ه - آوجد طول القوس القابل لزاوية مركزية قیاسها 8۰ في داثرة نصف قطرها ۸ سم. 
7 - آوجد نصف قطر الداثرة التي فیها قوس طوله ۲ ط يقابل زاوية مركزية قیاسها ۳۰ . 
۷- أوجد القیاس الستيني لزاوية مركزية إذا كان التقدیر الداثري لها هو ٤‏ ط رادياناً . 
۸ آوجد مساحة قطاع دائري زاویته الر كزية ۷۰ في دائرة نصف قطرها ۸ سم. 
۹ قطاع داثري مساحته ٠٤‏ ط سم" في دائرة نصف قطرها ۱۰ سم آوجد زاویته الركزية 
باللقدير الست 


عارین عامه 

۱- آوجد عدد آقطار کل من الضلعات التالية : 
([) الستطیل (ب) الخمس (ج) امن (د) المعشر 

۲ -]ذا کان طولا ضلعین متناظرین في مضلعین متشابهین ۲ سم ٠‏ ۳ سم و کانت مساحة آصغر 
الضلعین تساوي ۳۲ سم" ء فأوجد مساحة الضلع الآخر. 

٣‏ مضلع رباعي آطوال آضلاعه ۳ سم . ٥‏ سم ٤ ٤‏ سم . ٦‏ سم على الترتیب » فإذا كان 
آقصر طول ضلع في مضلع مشابه هو ٩سم.‏ فأوجد أطوال أضلاع الضلع الأكبر. 

٤‏ - أوجد طول القوس القابل لزاوية مر كزية قیاسها ٤٥‏ في دائرة نصف قطرها ۷ سم. 

. 4 آوجد نصف قطر الداثرة التي فیها قوس طوله ۲ ط يقابل زاوية مركزية قیاسها ه‎ ٥ 

٦‏ قطاع داثري مساحته ۳۰ ط سم" في دائرة نصف قطرها ۸ سم آوجد زاویته ال رکزية 
بالتقدیر الستيني. 

۷ في الشکل التالي مخمسان متشابهان, نسبة التشابه تساوي ل قسّما إلى مثلشات 
متشابهة بحیث مساحة المثلث ج د ه <٩سم"‏ ومساحة الثلث ب ج هب = 
۷ سم" مساحة المثلث | ب ه ۱۸ سم" 
أوجد : 
أولاً : مساحة المثلثات المتناظرة. 
ثانیاً : مساحتي المخمسين. 
الثاً: إذا علم أن أحد أطوال الضلع الأصغر | ب| = ٩سم‏ 
فأوجد الضلع المناظر له في الأكبر. 


۸ إطار صورة مستطیل الشکل آبعاده ۵ ,۱ سم ۵ , ۲ سم على الترتیب یراد تکبیره لیصبح 
الضلع الاکبر طوله ۱۰ سم . فما هو محيط الصورة الکبری. 

۱-۹ ب ج دء 4ب ج د مضلعان متشابهان تصّف القطران [ب د ]1۰ بُ د ] في النقطتین 
ھ 6 على الترتيب. أثبت أن المثلثين | جه د. د د متشابهان. 

۰ -مربع طول ضلعه ۳ ل سم قُسسّم كل من أضلاعه إلى ثلاثة أقسام متساوية. برهن أن نقط 
التقسيم هي رؤوس مثمن غير منتظم. 

۱ب ج ده و مسدس منتظم طول ضلعه ٥‏ سم وصلت الاقطار[ | د ]» [ ب ه ]» 
[ج و ] فتقاطعت في النقطة م ( انظر الشکل الجاور) 
آلیت أن 
([) الثلث | ب م متطابق الاضلاع. 
(ب) الضلع و اب م يشابه الضلع ب ج د م. 


(ج) آوجد طول القطر 1 | د ]. 5 ۰ 


و 
١‏ -|ب ج مثلث قائم الزاوية في | أنزل العمود من | على [ب ج] ليلاقيه في د أثبت أن : 


أولاً : |۱ ج| ۳ اب ج | 
| !دا" .ا 

ثانا : ااب |" 7 اب ج| 
اال إجد| 


۱-۳ ب ج مثلث فيه|| ب|< ۳ سم اب جا 65 سيم > اج !۱ ٤=‏ سم 
مك [| ج ] على استقامته من جهة ج وأخذت عليه النقطة د بحیث || د| = ٦‏ سم 


ورسم منها مستقیم يوازي [ج ب ] فقطع امتداد [ اب ] في ه. والطلوب : 

آولاً : |ثبات أن الثلثین | ه د .اب ج متشابهان. 
ثانياً : حساب || هم اه دا 

١ 5‏ برھن أن المثلثين المتطابقين متشابهان. 

5 برهن أنه إذا قسم محيط دائرة إلى عدة أقسام متساوية فالأوتار الواصلة بین نقط التقسيم 
المتتابعة تكون مضلعاً منتظما . 

7 -إذا قسمنا محيط دائرة إلى ستة أقسام متساوية ‏ فأثبت أن المماسات للدائرة عند نقط التقسيم 
المتتابعة تشكل مسدسا منتظما. 

۷ - برهن أنه إذا تشابه مضلعان منتظمان فإن نسبة نصفي قطري الدائرتين الداخليتين تساوي 
نسبة التشابه. 


۸ - برهن أنه إذا تشابه مضلعان منتظمان فإن نسبة محيطيهما تساوی نسبة نصفى قطرى 


الدائرتين الداخليتين. 
٩‏ اذکر العلاقة بين عدد أضلاع مضلع ما وعدد أقطاره. (ارشاد : استعن بالتمرين الأول في 


۰ -فى الشكل ثلاث دوائر متماسة ومتساوية 
نصف قطر كل منها س . 
احسب بدلالة س مساحة المنطقة المظللة 
(الحصورة بين الدوائر الثلاث). 


العاد لات والهندسة التحليلية 


5 -۱ العادلات من الدرجة الثانية فی مجهول واحد. 
ES‏ 
4 -۳ معادلة الخط الستقیم. 

٤‏ 4 نظام معادلتین من الدرجة الأولى في متغیرین. 
٥-٤‏ نظام معادلتين من الدرجة الثانية في متغيرين. 
5 الداکرة. 


E 


تلعب العادلات الجبرية دوراً هاما في كثير من التطبیقات العملية وتظهر في حلول مسائل 
لعدد من فروع العرفة مثل الاقتصاد والفیزیاء والکیمیاء والزراعة والعلوم الهندسية. سنقوم في 
هذا البند بدراسة العادلات الجبرية من الدرجة الثانية مجھول واحد والتی سبق أن درست جانبا 
منها في الصف الثالث التوسط .. ولکن قبل البدء في دراسة هذه العادلات نجد أن من الأنسب 
التعرف على طريقة تصنیف العادلات الجبرية بجهول واحد. فمثلا توصف العادلة 


۲ س + ۳ < ۰ 
بأنها معادلة من الدرجة الأولى لأن أعلى أس فیها على الحهول (آو التغیر) س هو العدد ۱ . آما 
العادلة 


سپ ۲ - هس + ۰-۷ 


فتسمی معادلة من الدرجة الثانية لأن أعلى أس فیها على س هو العدد ۲ . 

وبصورة عامة إذا كان لدینا معادلة على الصورة 

ازس | س + ... + س +| - ٠‏ 
وكان العدد | + ٠‏ فنقول : إن هذه المعادلة من الدرجة النونيّة أو إن درجة المعادلة هي 
لوق میس العيلاة | مطامل نين 3+ وال لی با لس ۵ وهکتا زر اوتسل إلى 
العدد |. الذي يطلق عليه اسم الحد الثابت أو يمكننا اعتباره معامل س٠‏ (سین اُسْ صفر)ء 
حيث س۰ = ۱ من أجل سے ٠‏ 
فعلى سبيل المثال المعادلة 

٢١س ٢‏ - س +۱۱ - ۰ 
وهي معادلة من الدرجة الثالثة معاملاتها هي ل = ۲ ۰ ل = ۰۰/, <-۰۱ | 2 ۱۱ 


آوجد درجة ومعاملات كل من العادلات التالية : 
۹۱ س*- س + ۲ س'- ۷= ۰ 


۲ -س' + ۲-۴ س + ۱۲ س = ٠‏ 


۳) س - ۱= ۰ . 


لنبدأ بدراسة معادلات الدرجة الثانية جهول واحد . إن الشکل القياسي العام لهذه 
العادلات هو كما تعلم : 
أس' + بس + ج - ٠‏ 
)=( 
حیث | ۶ ۰ »> ب » ج أعداد حقيقية حقيقية» آما س فمجھول نريد إيجاد قيمته التي تحقق المعادلة 


فى محموعة الأعداد الحقيقية ع . 


لقد سبق لك أن .درست جانبا من حل معادلات الدرجة الثانية مجهول واحد فی الصف 
الثالث التوسط. في هذا البند سنقوم باستنتاج القانون العام الذي يعطي صيغة لحلول العادلة 
.)٤-٤(‏ بدلالة العاملات » ب ء ج . إن طريقة 594 E‏ او 
سبق أن درستها في المرحلة المتوسطة. ولكي نذكرك بهذه الطريقة دعنا نحل المعادلة التالية بطريقة 
إكمال المربع : 


ككس" هس + ۱= ۰ 83 
- نضیف ۱ إلى طرفي العادلة فنحصل على 
انين" و کم 
الب و ات فتصبح العادلة 


٥ 
س ہہ‎ 
: نضیف مربع نصف معامل س إلى الطرفين فیکون‎ ۳ 
Yo ۱ 5 Yo 5 ٥ 00 
۱۶۶ 5 ۱66 سن پ سن‎ 

: لقد أصبح الطرف الأيمن مربعا كاملا . إذن يكن كتابة المعادلة على الصورة‎ - ٤ 
۲۰ ۱ 
سح(‎ 
۱۶۶ 5 
۲۵ + ۲ ۶- 
١5 

١ 


4 


E 
0 رت‎ 


© نستخرج الجذر التربيعي للطرفین مع ملاحظة وضع الاشارة + فنتحصل على : 


ےج ہے ِ 
و وی ود ۱64 ۱۲۰ 
ۓگ ۓگ ٥ ۹ ۱ ٥‏ ۱ 
ےر و کے رہ سیتہ 
وعليه تکون جذور (حلول) العادلة هي : 
٥ 2 ۲ 5 ۱ ٥‏ ۱ 2 ۱ 


لكي نستنتج القانون العام لحلول العادلة : 


اس + بس + ج - ۰ | .١٠‏ 


نتبع ال خطوات الواردة في المثال السابق : 


: -نضيف - ج إلى الطرفين فنجد‎ ١ 


اس" + ب س = - ج (4 -6) 
۲ - نقسم جمیع الحدود على معامل س" فتحصل على : 
س۲ + ست س )٦-٤( ee‏ 


کے + (؛ -۷) 
١‏ 15" ۱ 5" 


: حيث إن الطرف الأيمن يصبح مربعاً كاملاً. فيمكن كتابة العادلة على الصورة‎ - ٤ 


اننا اج ا 
س El‏ 
r,‏ | کا (و -۸) 
5 ب' - ج 
1" 
٥‏ - نأخذ الجذر التربيعى للطرفين فنجد 
نت نب - ٤‏ ج نب - اج 
س + سن 1 =+ 
۲ 15" ۲ 


(= € 


وتسمى الصيغة (4 -۹) القانون العام لجذري معادلة الدرجة الثانية مجهول واحد. 


ملاحظة ٤(‏ -۱۰) 
۱- نود أن نؤكد أن الکلمتین جذر العادلة وحل العادلة مترادفتان فى العنی. 
۲۔ إن الصيغة (4 )٩-‏ تشیر إلى أن عدد حلول العادلة (4 -5) فى ع لا يكن أن يزيد عن 


۳-یسمّی القدار ب۲ - ۶ | ج نیز العادلة (4 -4) ونرمز له ارف ز ویکننا كتابة 
القانون العام ٤(‏ -۹) بدلالة ز فیکون 


-ب ۷ ز 


۳ 


کے سر 


إن دور المیز ز یکمن في تحديد عدد جذور العادلة )٤- ٤(‏ في مجموعة الأعداد ال حقیقیة ع 
كما سیتضح ذلك من خلال الأمثلة التالية : 


حل ال معادلة ۲ س' +۳ س - ۲= ٠‏ : 


ا ٢>‏ ب ے٣‏ جاح -۲. 
ز = ب" - ٤‏ اج ہے -ع ٣ x‏ ۷ (۲-2). 


.۲6۵ = ) ١ 5-( - ٩ = 


إذن حلول العادلة هی : 


-ب + ز _ جس + ۲۹۷ 


لاحظ أنه يكن حل العادلة أعلاه بطريقة التحلیل حیث أن : 
۲ س" +۳ س - ۲ = (۲ س -۱)(س +۲) - ۰ 


3 ۳ ۱ 
ومن ذلك نستنتج أنه إما ۲ س - ٠ - ١‏ ےک بن کو ہے 


۲ 
جل العادلة - س۲ + 4 س < 4 


آولا لكي نحل العادلة بطريقة القانون العام نضع العادلة في شکلها القياسي 
اس" + بس + ج = 
وذلك باضافة العدد -5 إلى طرفی العادلة لنحصل على 
-س"۲ + س -5 = 4 +(-5) 


أو س + ۲ = ۰ ےه س = -۲ 


حم کے + کس = 2 


إن معاملات العادلة - س" + 4 س - 4 = ٠‏ هی : 

[1<-۱ بی ج- -؟4 

المیز ز = ب" ٤-‏ | ج< 4-۱۰ <(-۱)<(-4) 
= ۱ - ۱= ۰ 


وای ی کک ا کا2 لك 


۲ 1۲ 
٢ - 


أي إن هناك جذراً واحدا فقط للمعادلة - س' + 4 س ٤-‏ . 
يمكننا حل العادلة أعلاه باستخدام التحلیل إلى العوامل على النحو التالي : 
نضرب طرفي ا معادلة بالعدد )١-(‏ لتصبح : 
س'-٤‏ س = - ع . 
نضیف العدد ٤‏ إلى طرفي العادلة لنحصل على 
س" - 4 س + 4 = صفر. 
نحلل الطرف الین فيكون 
(س - ۲) (س - ۲) - صفر 
ے س - ۰-۲ آو س -۲ < ۰ . 
< س٢‏ أو سن ت ۱۲ 
إذن يو جد جذر واحد (مکرر) للمعادلة هو س =۲ . 


آوردنا في المثالين السابقين طريقة التحليل إلى العوامل وذلك بالإضافة إلى طريقة استخدام 
القانون العام. إن هدفنا من ذلك هو التأكيد على أن طريقة التحليل إلى العوامل التي سبق أن 
درستها في الصف الثالث المتوسط هي طريقة مفيدة يكن أن تستخدمها في حل معادلات الدرجة 
الثانية متى ما وجدت عملية التحليل إلى العوامل أمراً يسيرا. 


حل المعادلة ٥‏ س" + ١‏ = -۲س 


ننقل القدار -۲ س للطرف الأيمن من العادلة وذلك لوضعها في شکلها القياسي : 
° س" +۲ س +۱ ۰-2 . 
في هذه الحالة | = ۵ »ب = ٢‏ چ <۱. 
ر = ب-٤‏ | ج 
ے ۲۲ -ع xox‏ ۱ 
=£ = 
إذن حسب القانون العام تكون جذور العادلة هي : 


-۲ + ۱۲۸-۷ 
جن سسس 


۱۰ 


وهنا لنا وقفة. إن العدد/۷ -۱5 لا یکن أن یکون عدداً حقيقياً لأنه لا یوجد عدد حقیقی 


E4 . ۱۱-۷ + ۲- ak 
نستنتج من ذلك أن العددین سل غير حقیقیین.‎ 


۱۰ 


إذن لیس هناك حل للمعادلة ٥‏ س" + ١‏ = -۲ س فى الحموعة ع 


حل المعادلة ۷ س'- ل س-۱=. 


١ 5 ۹ 5‏ 
في هذه المعادلة | = ۷ب = ج = ١‏ 
0 = ب" - ٤‏ اج 
ردك" - ۷(4 x‏ ده 
5 4 ۔(رے ۲۷) 


= ِ + ۷ ۲ 
+١ 5‏ ۳۰ ۲ 
۹ 
لذا فان ز عدد حقیقی موجب إذن ۷ 5 فة سيقي وعلبه بو جد حلان للمحادلة فى 


المجموعة © هما: 
۲۳۳١ ۱‏ 
دج باس 


ولو بسّطنا العادلة قبل البدء بحلها وذلك بضرب طرفیها في ۳ تخلصا من القام لأصبحت : 
۴ سس سو ۸۳ .حيك : 
أ٠‏ ۷ ۲ء ب --۱ ج -- ۳ وعليك إنجاز ا حل لتحصل على الجذرين 
+١‏ ۷ ۱+ ۷/۳۰ ۲ 
اق اھ 
ملاحظة ( )٢-‏ 
فیما تقدم من الأمثلة کن للطالب أن يستنتج دور المیز ز في تحدید عدد حلول العادلة 
اس" + ب س + ج - ۰ فی محموعة الأعداد ا حقیقیة ع على النحو التالى : 


١۔‏ إذا کان ز > ۰ فإن للمعادلة (4 )٤-‏ جذرين مختلفين هما : 


ی ا 


کی 
۳ 


7 لا 


۳-اذا كان ز < ۰ فانه لا بو جد للمعادلة (۶ - 4 ) جذور فى 2 وتقول : إن العادلة 2 21 


ال في ع . 


آوجد عدد حلول العادلات التالية فی ع 


۰ - ۳۷+ س۳-۲ س‎ -١ 


١‏ العادلة مكتوبة بشكلها القياسي 
إذن >١‏ ب عدم وى د۴۷ 
ز = ب" ٤‏ | ج 
۳۱۷-۹ 
ولا کان ۳۳۱۷ < ۲ لذافان 1/5 < ۸ < ٩‏ 
إذن ز - ۷-۹٩‏ ۳ > ۰ 
نستنتج أنه يوجد حلان للمعادلة س" - ۳ س +۷ ۳ = ۰ في ع 
۲ نکتب العادلة بشکلها القياسي فتصبح 
دس" + س + ده < ۰ 
لتسهيل الحسابات نضرب طرفي المعادلة في ۱۳ فنحصل على 


۱ س" +۳۹ س + ۱۵ = ۰ 


في هذه الحالة | - ۱۱ ب = ۳۹ء ج - 1۵ 
ز<ب"۲- اج 

1 x ۱۱ 6 - )۳۹( = 

۰ < ۱۳۳۹ - ۲۸۲۰-۱۵۲۱ = 


إذن لا بوجد خل للمعاءلة ۰ ما کس کدی و 


۳-نکتب العادلة بشکلها القياسي فتصبح 
سند ١‏ ۱ 


سس دب - ٩‏ 
6 ۳ کاو او یھ ۲ 
إذن ۱ ۱ ۱ ۱ 
د = س م لس  <‏ سس لجاع داه 
(دن Sa iE:‏ ۲ 
ز<ب۲- | ج 
۱ ۱ 
EEE 3‏ 


۲ 77 ۱ ا ۲ 
إذن يوجد حل واحد للمعادلة ی من دپوی ہیں 


إن طريقة حل معادلات الدرجة الثانية بمجهول واحد يكن أن تستعمل فى حل معادلات 
تحوي جذورا تربيعية كما في المثالين التاليين : 


حل العادلة ۷ س ٦+‏ = ۲ س 


أولاً نعزل الحد الذي یحو ي/ س فی الطرف الأيمن من العادلة وذلك بإضافة -1 إلى طرفي 


العادلة فنحصل على : 
7س ٢س ٦-‏ 
نربع طرفي العادلة فتصبح : 
س = (۲ س ٤-)٦-‏ س۲- ۲۶ س +۳۰ 
نحول المعادلة إلى الشكل القياسي u‏ 


۰ - ۳۱+ س" - ۲۵ س‎ ٤ 
۳۹ 2 ۲۵ < فى هذه الحالة = »ب‎ 


ز<ب"۲- اج 
٩ - ۳۲۶ ٤× 6 - ۲۲۵ =‏ 
إذن حلول العادلة )٠١  :(‏ هی 


یی ےڈ 
سن ۸ ۸ 

ور ۷-۲۵ ۸ ٩‏ 
ی جج جج .7 


صصص +- 9 تو" 
تضیف جاو لا لق المعادلة لیت ولکنها لا تصن من جذور تلك الد والسبب في 
ذلك يرجع إلى أن 
| - ب سے |" = ب' ولكن |" = ب" به | = ب 

إذ يكن أن يكون | = 
إذن يجب علينا اختيار حلي المعادلة )٠١ - ٤(‏ بتعويض كل منهما في المعادلة س = ٢‏ س - ٦‏ 


نبدأ با لحل س ٤=‏ 
الطرف الاين = < ۷ ۶ 
عو جیا 


وعليه فإن القيمة س - ٤‏ تحقق المعادلة الواردة في المثال 


e 
Ea ۷ - الطرف الأين‎ 
۳ 


۳ +0 --۶ 


إذن الطرف الأيمن ج الطرف الأيسر 


هر 


نستنتج من ذلك أن القيمة س = م لا تحقق المعادلة الواردة في المثال. 


إذن يوجد للمعادلة ۷ س +۰" ۲ س حل واحد فى م هو س ٤=‏ 


لتسهيل الحسابات نضرب طرفی المعادلة ٤‏ فنحصل على 
٤‏ ۷ س - = س ٢٢‏ 
90 ۷0۷ 
= س ٤+‏ س +5 

وذلك بتربیع طرفي العادلة 

نحول العادلة الجديدة إلى الشکل القياسي لتصبح 
س" - ۱۲ س + ۲۰ = ۰ 
فى هذه الحالة | ١١ء‏ ب < - ۰۱۲ ج< ۲۰ 
ز -ب"- اج 


ے< ۶-۱66 ۱ ۲۰ - 1" 


إذن حلول العادلة الجديدة هی : 


7 


۲ + ۸ 1 ۸-۲ 
س - = أو س ۲ = 
20 3 1 7 ۱ ۱ 
الآن نختبر كلا من ا حلين في المعادلة اا ےت 
آولا 3 س = ۱۰ 


الطرف الأيمن = ۱-۱۰۷ ۷۸ ۹۔۳ 


الطرف الأيسر = ل × ۱۰ للدم 


إذن س = ۱۰ تحقق المعادلة الأصلية. 
٦‏ سد 

الطرف الأين = ۷ ۱-۲ -۱ 
الطرف الأيسر - ل سو و کے 


١ ١ 
|| سب دس‎ = 
Ff ۳ 
القیمة س = ۲ تحقق العادلة الأصلية.‎ 2 


نف اوغا اس-۱ سل س + ل حلین في مجموعة الأعداد الحقيقية ع ء 
وهما نفس حلول العادلة الناتجة عن عملية التربیع. 
العلاقة بين جذری العادلة | س" + ب س + ج - ٠‏ ومعاملاتها 

لنعتبر العادلة )٤- ٤(‏ وهی 


۲ + باس + ج = ۰ حیث | + ۰ 


أس 
ولنفرض أن المميز ز > ٠‏ . من الملاحظة ٤(‏ -7) يوجد للمعادلة ٤(‏ 4 ) جذران فى ع هما 


۲ 
دن + ٤-٢‏ اج 
اجعل ل = سے : : 
1۲ 
لس - ل/أاس"- 5 إجد ا ا ء 
ل٦‏ ےر سس ثم احسب ل + ل » ل . ل, » ستجد أن 
1۲ 
ے۳00 ٤٤ھ‏ ادا سا 
۲ ۲ 
5 ہب +/اب"-:|إج -ب -۷۴ تب ۸ ا 
۲ 
ف نه 
١‏ ا ئے۔ ت5 )۱١-٤(‏ 
۲ ۱ 


در ۷ الكل اپ ہے ہ۷ با2 ا" 
۲ ۲ 


(-<-ب"- ( اب 2 اج" 


ل ل = ( 


ی 
1 
إذا قسمنا العادلة ٤(‏ -4) على | نحصل على العادلة المكافئة 


باب اج (۱۲-۶) 
ا 


وباستخدام العلاقتین ٤(‏ -۱۱) و (4 - ۱۲ يمكن كتابة هذه العادلة بالصورة : 

س" - (ل, + ل,) س + ل, ل, = ۰ شيك 
وبتحليل الطرف الأيمن من هذه المعادلة نحصل على : 

(س - ل,) (س - ل,) = ۰ 
تتضح أهمية العلاقات التي توصلنا إليها من خلال الأمثلة التالية : 


أوجد المعادلة من الدرجة الثانية التى جذراها نگ ال 
"٣ 3% ٣‏ 
لدینال = تل سک 
٦ ۲‏ 
ید کے 
۱ 1 5 5 5 ۳ 


ا 
۲ 


۱ ۲ 
وبتطبیق العلاقة (4 -۱۳) نجد العادلة 


3 E 
EE 


آوجد العددين اللذين مجموعهما يساوي ۷ ومجموع مقلوبيهما يساوي 


نفرض أن العدد الأول يساوي س ٠‏ فيكون العدد الثاني ۷ - س 


له ۱ 
س 


2 


¥ << 


۷ 
۱۰ 


۷-س 
اب 35 ۱ ہے ۷ 
س ۷-س ۱۰ 
7 ۷- س + س ۳ ۷ 
س (۷ - س) ۱۰ 
۷ ۷ 
> 5 
۷س -س۲ ۱۰ 


سم س = ه آو س = ۲ 


إذاكان س = ٥‏ فان ۷ - س = ۲ 
وإذا كان س = ۲ فان لا - س = ه 
إذن العددان هما ۲ و ه 


من ترائنا الشرق : 

وما دمنا بصدد حل معادلة الدرجة الثانية بمجهول واحد فانه يجدر بنا أن نذ کرك بأن آول من 
0 2 ۰ 5 5 ۰ 
قام بحلها هو العالم الرياضي السلم مبتکر علم ابر (محمد بن موسی الخوارزمي) في کتابه 
الشهیر (کتاب الجبر والمقابلة)» حيث قام بحلها بطريقة جبرية آخری هندسية» متبعاً آسلوب 
الا کمال إلى المربع» نورد فيما يلي إحدى هذه الطرق. 

فلحل المعادلة : س" + ٠١‏ س = ۳۹ بطريقة الخوارزمی الهندسية 

نرسم مربعا ونفرض أن طول ضلعه س فتكون مساحة س" 

ثم نرسم مستطيلين طول كل منهما ٥‏ وينطبق عرضه على ضلع الربع فتكون مساحة كل 
منهما ه س» ثم نکمل الشكل إلى مربع فتكون مساحته : 
س۲ + ۰ س + ۲۵ 
ویکون طول ضلعه (س + 6) 
انظر الشکل الحاور. 


ن و 


بهذه العملية نکون قد أضفنا "١‏ إلى الطرف الأيمن من المعادلة التي تصبح : 
س" + ۱۰ س + ۲۵ ۳۹+ ۲۵ 

أو : (س + ۲۵ ٤=‏ 

أي أن طول ضلع الربع | هو ن هو ۸ 

فتکون قيمة س هي ۳ 


ولم یتطرق الخوارزمي في هذه الطريقة الهندسية إلى الحل الآخر. ذلك آنك تعرف أن ا حل 


لهذه المعادلة : 
سس + ۵ = + ۸ 
س = ۰۳ س ١١--‏ 
مارین )١55(‏ 
)١‏ حدد الدرجة والعاملات فى كل من العادلات التالية : 
(ب) س" = س 


اگ 
۳( 
ئ( 
(o‏ 
(٦‏ 
۷( 
۸( 


0 


(ج) ۳ س" +۱۱= ۰ 

( د ) س" - ٦‏ س + ۹= ۰ 

(ھ)س؟- ۲ = س' + س 

( و ٤)‏ س - س" = (۲ س" -۳)"' 

في التمارین من (۲) إلى (۱۳) أوجد حلول المعادلات في مجموعة الأعداد ا حقیقیة ع إن 
وجدت : 

س" - ۲ = س 

(س + ۲۱ - ۲ - س 

9 كه 

٥ 3 ۲‏ 
۲ س۲<س - ۲ 
س +( + ۳ س +۷ ۰-۳ 
س" -( ۲۷ + ۷۷)س + ۰-2۳۷ 


س' - ۲۵ س + ۲۱ = ۰ 


٠١س‎ 


(س - ۲) (س + ۳) = س + ۱۰ 


٠)(س‏ + ۳) (س + )٤‏ + (س + ١)(س‏ + 5) = ۰ 


۲ (س - ۵)" + (س - ۵) = ۰ 


۷ ( ۷ س +۱۱)(-س +سل) - 4 
8 ات رن ۲ )اش 
في التمارین من )١5(‏ إلى )١5(‏ حل العادلات ثم تحقق من صحة ا حل 
5) ۷ س - - س ٦+‏ 
٥‏ س-5/| س +5 +5 -۰ 
٦‏ س - ۷ س-۳ 
۷ ما هما العددان اللذان مجموعهما يساوي ۱۳ ومجموع مربعیهما يساوي ۸۹؟ 
۸( آوجد العدد الطبيعي الذي إذا ضرب بحاصل جمعه مع العدد ۸ كان الناتج ۰۱۲۸ 
۹ بفرض أن د. ه عددان حقیقیان» آوجد حلول العادلات التالية بدلالة د أو ه : 
(أ)س"+(د-ه)س - ده < ۰ 
(ب) س" + ۳۷ س - د۲ - ۰ 
(ج) دس" + هس - د - ۰ 
۰ اعتبر العادلة 
هس" - ۲ (ه - ۲) س + ه - ۰-۳ حيث ه رمز لعدد حقيقي 
([) آوجد قيمة ه التي تجعل للمعادلة حلاً حقيقياً واحدا. 
(ب) آوجد قيمة ه التي تجعل أحد ال حلّين يساوي ۳ ثم آوجد ا حل ال خر. 
(ج) إذا رمزنا حلي العادلة أعلاه بالرمزین ل, » ل, فآوجد قيمة ه التي تجعل 
٤‏ (ل, + لب) لال لب 


٢۲ 5‏ العادلات الجبرية فى متغیرین 

یبرز دور الهندسة التحليلية كوسيلة تجمع بين الهندسة والجبر بشکل واضح في التمثيل 
البیانی للمعادلات البرية فى متغیرین» واستناداً إلى تصنیف العادلات الخبرية فى المتغير 
یں دالاو دام )١٤-٤(‏ 


معادلة من الدرجة الأولى في المتغيرين س و ص 


وقد سبق أن درست في الرحلة التوسطة بأنه يكن تمثيل العادلة (4 -۱4) بيانياً بواسطة خط 

تقيم يتحدد بمعرفة نقطتين عليه» وذلك بإعطاء س قيمتين مختلفتين وإيجاد قيم ص المناظرة من 
المعادلة» فعلى سبيل المثال 
س = صفر > ص = ۲ 

س--۱سه ص ۳-۳ 


يك ۴ 


أي أن الرسم البياني للمعادلة )١5- ٤(‏ هو 
الستقیم الذي يمر بالنقطتین (۳۰۰) و 
(-۰.۱) كمافى الشکل (؟ -5). 


والصورة العامة لعادلة الدر جة الأولى فى 


التغیرین س و ص هي : 
اس + ب ص + ج - ٠‏ ( -۱۵) 


شکل (4-4) 


حيث | » ب . ج آعداد ثابتة ء وأحد العاملین | » ب . لا يساوي الصفر . ویثل العادلة 
(۱۵-6) في الستوی الاحداثي خط مستقیم كما سبق أن تعلمت. ولذلك تسمی هذه العادلة 
آحیانا العادلة الخطية فى التغیرین س و ص. 
آما العادلة ۱ 
ص + س" = ٤( ٩‏ -+۱۰) 
فلیست من الدرجة الأولى وإنما من الدرجة الثانية لوجود حد من الدرجة الثانية هو س" ۰ وهی 
حالة خاصة من الصورة العامة لعادلة الدرجة الثانیة في متغیرین : ۱ 
ا س۲ +ب ص۲ + دمن هن +دس +هص +و< ٤( ٠‏ -۱۷) 
حیث |» ب » ج. د. هب و آعداد ثابتة وأحد العاملات |ء ب » ج لا يساوي الصفر. 
وبذلك تکون درجة العادلة الجبرية في س و ص مساوية لأعلى أس على التغیر س عندما نجعل 


معادلة من الدرجة الثانية لأنه إذا جعلنا ص = س تصبح س" - ۱ من الدرجة الثانیق 
والعادلة : س" + (ص + ")٥‏ - ۷ = ۰ من الدرجة الثالثق وهکذا. 


تختلف المعادلة الجبرية من الدرجة الثانية فأكبر عن معادلة الدرجة الأولى في ناحية جوهرية 
وهي أنه لا يكن تمثيلها بيانياً بخط مستقيم يتحدّد بمعرفة نقطتين عليه وإما تمثل بمنحن يتطلب 
رسمه تحديد مجموعة من النقط (س ۰ ص) التي تحقق العادلة. فعلى سبيل المثال یکننا رسم 
منحني المعادلة (4 -۱5) بأن نعطي أحد المتغيرين» وليكن سء قيماً مختلفة كالأعداد الصحيحة 
من -4 إلى ٤‏ ونحسب قيمة ص في كل مرة من المعادلة ص = 4 - س'ء كما في الجدول التالي : 


ثم نعين على المستوى الإحداثي النقط (-5 ۰ -۷)ء (-۰۳ ۰ .... إلخ التي حصلنا 
عليها بهذه الطريقة ء فنلاحظ آنها ليست على استقامة واحدة وإنما تقع على المنحني المبيّن في 
الشکل ٤(‏ -6). 7 


شکل (4 -0) 


هناك بطبيعة الحال» معادلات مثل (س -۲)۱ + ص" = > سبق لك دراستها ويکنك 
التعرف على رسمها البياني دون الحاجة إلى وضع جدول. فهذه معادلة داثرة مرکزها (۱ ۰۰( 
ونصف قطرها ۲ ۰ كما فى الشکل ٤(‏ -5). 


صا ےگ 
شکل )٦-٤(‏ 


صنف العادلة ص = ۷ س + ۱ وارسم النحني الذي ینلها. 


یتطلب الأمرء لتحویل هذه العادلة إلى الصورة القياسية. وآن نتخلص من الجذر التربيعي 
على س + ۱ ۰ وهذا یتحقق بتربیع طرفي العادلة للحصول على 
ص" = س + ١‏ 
وهي معادلة من الدرجة الثانية. نلاحظ هنا أن ص" = س + ١‏ ػ٠‏ 
لأن مربع العدد الحقيقي ص لا يكن أن يكون عددا سالبا ما يعني أن س -۰۱ فنضع 
الجدول التالی ابتداءٗ من س = - ۱ 


ومن الآلة ا حاسبة نجد أن ۷ ۲ ب 5 ١,‏ ۳۷۰ = ۱,۷ ۰۱/۰ ۲,۲2 فتحصل على 
الشکل (4 -۷) الذي يثل المعادلة ص" = س + ١‏ 


)۷- ٤( شکل‎ 


ولكن ص" = س + ١‏ جه ص + ۷ س + ١‏ 

أي أن المعادلة ص" = س + ١‏ التي حصانا عليها بتربيع المعادلة ص = ۷ س + ١‏ تکافی 
المعادلتين ص =+ ۷ س +۰۱ والمنحني المبين في الشكل (4 -۷) هو منحني المعادلتين 
ص =+ ۷ س +۰۱ حيث يمثل نصفه العلوي المعادلة ص - ۷ س + ۰۱ ويمثل نصفه 
السفلى المعادلة ص = - /[ س +۰۱ وحیث أن 

العادلة الطلوب غثیلها هي ص = ۷س + ۰۱ 

فاننا نستبعد الجزء السفلی لنحصل على النحنی 
المبين في الشکل ٤(‏ -۸). 


شکل ( -۸) 


ملاحظة  ٤(‏ ۳) 
قد يتطلب الوقف - عند رسم منحني المعادلة -إضافة نقط إلى ما هو في ا دول للحصول 

على مزيد من الدقة في الرسم gE as‏ = و 
وکنا ين و ہو ہبہ پیوس . عندمااس = - سل فإن ص 


عا سل ۷, ۰ وقد أضيفت هذه النقطة (- ء ۷ )٠۰‏ إلى الرسم البياني في الشکل 
.(A- £)‏ 


مار ین( 
صّف العادلات الكبرية التالية من حیث الدر جة : 
١‏ س - ص +۰2۱ 
٢ے‏ ص + ۲ س -س = ۷ 
ہے س (ص + ۳) = ۱ 


سس 
۹- ص - (س ")١-‏ 
٠ل‏ (۷س -ص) < ۱ 
مثل كلاً من العادلات التالية فى التمارین (۱۱) - (۱۸) بيانياً : 


١۱-ص‏ = س +۱ 

۲ص = س" على الفترة > س ڳ ٤‏ 

۳ص دس" ده على الفترة ٤‏ > س > -5 

۶ص = -س" + ه على الفترة ٤‏ جس > ٤-‏ 

6 -ص = (س + ۲)۲ على الفترة ۲ ڳ س > ٦-‏ 

٦ص‏ = علی الفترة 4 کس کچ 
۷-ص - ل على الفترة - ب > س > ٤-‏ 


۸ -س"۲ + ص "= ۲۵ 
٩‏ -ارسم النحنیات الثلاثة س" + ص" = ١‏ .ص =۷ ۱ - س" 
ص - - ۱۷ - س٤‏ ثم قارن بینها. 


۰ - آکمل الجدول التالی للمعادلة ص = س٦‏ + ۲ س - ۲ 


۱- حدد النقط التي حصلت علیها من إجابة السوال السابق على الستوی الاحدائي» ثم صل 
بینهما للحصول على منحنی العادلة ص = س" + ۲ س -۲ . 


6 ۳ معادلة الخط الستقیم 


في الصورة العامة لعادلة الدرجة الأولى 
أ س + ب ص + ج - ٠‏ ( -۱۸) 
یفترض بطبيعة احال آن | و ب لا یساویان الصفر معا وإلا اختفت التغیرات من العادلق 
وآصبحت ج = ٠‏ 
في حالة ب = ۰۰ | ٠‏ . نحصل بعد القسمة على 
| على 


ی 
سے (: -۱۹۰) 
وهي معادلة الستقیم الوازي لحور صہ وامار بالنقطة 
حے 
( سس ) 
١‏ 


كما في الشكل »)٩ - ٤(‏ حيث يظهر 


ج 7 
القدار مد موجبا. 
سو 


في حالة | = .٠‏ ب ٠+‏ ہے ص = س 


۳ 5 5 0 رح 
وهي معادلة الستقیم الوازي للمحور س- والار بالنقط (۰ ہے ( 


معادلة الستقیم بدلالة الیل والجزء القطوع من الحور ص 

إذا كانت ب < ۰ فى العادلة ٤(‏ -۱۸) فإننا » بعد قسمة طرفی العادلة على ب . نحصل 
على 

ج 
ا 
میں ی 2 )£ Tez‏ 
۳ 

حیث د = س هي قيمة ص عندما تکون س = ۰ وتسمی د الجزء القطوع من الحور 
ص.. آما العامل م فإن دلالته تتضح من اختیار أي نقطتین ن, (س, ۰ ص,) و ن, (س, ۰ ص,) 
على الستقیم بحیث س * س, 
كما فى الشکل (۱۰-4). با أن هاتين النقطتین 
تقعان على الستقیم (4 -۲۰۰) فان 
صن حا سن د 
ص = م س, + د 
> ص, - ص = م (س, - س,) اع 


عبن ی( 
=< © صن > ین شکل ٤(‏ -۱۰۰) 
3 3 ۲ ۳ رس( و 4 . 5 ۳ 
وهنا جدر الاشارة إلى أن القدار س -س ” يبقى ثابتا مهما كان اختیارنا للنقطتین 
ن (س 3 ص) و ن, (س, 2 ص) على الستقیم . فاي نقطتين أخريين ن, (س, » صب) و 
ن, (س, » ص,) تحقق 
ص ‏ صم صضص ‏ ص 
ورك سم = سب س 
نتيجة تشابه المثلثين ن, ن, ق ۰ ن, ن, ك في الشکل (۱۰-4) 
لاحظ أن هذه النسبة تمثل تغیر الاحدائی الصادي 
الاحدائی السينى » كما فى الشکل (4 -۱۱). 


1 


ص- 


)۱١- ٤( شکل‎ 


أ 
س, 


پر ےی لس ام إلى ن, على الستقیم. 
سی ای كس كن ل ميل المستقيم الذي ير بالنقطتین (س۱» ص١)‏ و (س۰۲ ص٢)ء‏ وبصفة 
١‏ 
عامة فإنه لأي نقطتين i‏ مختلفتين ن » ه على المستقيم ص = م س + دفإن الیل 
صن - صن ه 
اع اا س عد 


م رن ۱۷۹ 


كما سبق أن تعلمت فى المرحلة المتوسطة. 
أوجد ميل المستقيم الذي معادلته ۲ س + ۳ ص ٦=‏ 


سنختار أي نقطتين ںہ ه على المستقيم بحيث 
حم صر, 5ه 
س ه - ۳ حه +٦‏ ۲ص م< ٩‏ 


> ص ه = ۰ 


وف 9 هر" 
۳ ۲ - ۰ 

)۱۲ - ٤٤ شکل‎ ۳٠ 
EE 

۳ 


لاحظ أن م = صر, ‏ > مه ۳ صھ ‏ ص رہ ۳ ال - ۲ ۲ 
س ں, - س ه س هم - س ر قاد ۳ 


ما يعنى أن تبديل النقطتين رہ ء ه فی العادلة )۲٢ - ٤(‏ لا يؤثر على الیل . انظر الشكل 
(5-5؟17). 


نظرية (-۲) 
إذا كانت معادلة المستقيم ل هي ص = م س + د. ومعادلة المستقيم ل هي ص = م س + 3 


فإن ل يوازي ل إذا كان م = م » أي أن ل ۸ جه م م 


البرهان : (غير مطلوب) 

نرسم من النقطة ىہ على ل مستقیماً موازياً 
لحور س- لیقطع ل في ل كما في الشكل 
۷ص رب فظطاسطلی 3سض مزا 
لحور صہ ليقطع ل في هد ويلتقي مع الستقیم 
سک وس عو صو )سيفن ناهد 
مو اياك ااا عو وان 
التوازي والتشابه فإن 


شکل (۱۳-4) 


اه و ۳ أده 5 

هو ده فما 

صن ع - یں من ین 
< 7 


صه - صر )00 صظ ص ر ۳۹ 

E‏ س 16 - من 7 جه مدم 
إن العادلة ص = م س + د تمثل مستقیما بير بالنقطة (۰ » د ) یل م كما أسلفناء وإذا سمحنا 
للعدد د بآن يأخذ قيما مختلفة مع بقاء م ثابتة فإننا نحصل على مجموعة من الستقیمات ا متساویة في 
الیل أي المتوازية حسب النظرية (4 -۲) كما هو موضح في الشکل (4 »)٠٤١-‏ حيث ثبتت م 


02 


٢ 


أما إذا ثبتنا قيمة د وسمحنا للمیل م بأن يتغير 
فإننا نحصل على مجموعة من المستقيمات المتقاطعة 
في ٠(‏ . د ) بميول مختلفة» كما هو مبين في الشكل 
( -۱۵). 


شکل (۱6-4) 


ولعل الشکل (4 -۱۵) یوضح أيضاً الارتباط بین إشارة م واتجاه الانحدار على الستقیم» 
والتي يكن تلخیصها فیما يلي : 
۱- في حالة م = ٠‏ يكون الستقیم ص - د موازیاً لحور س- ‏ وهذا یتفق مع قناعتنا بأن الستقیم 
الأفقي میله صفر . 


شکل (4 -۱۵) 


۲-عندما تکون م > ٠‏ » أي عندما یکون الیل موجباء فان هذا يعني أن الزيادة في س یترتب 
علیها زيادة في ص فیصعد الستقیم في اتجاه اليمين. وفي الشکل (4 - ۱۵) مشالان على 
ذلك هما الستقیمان ص = سل س + ۷ » ص = س + ۲. 

۳- وعلی العکس من ذلك فان م ٠<‏ تعني أن الزيادة في س يترتب علیها نقص في صء أي 
أن الستقیم يهبط في اتجاه اليمين » كما يدل على ذلك الستقیمان ص = - س + ۰۲ 
ص - - سل س + ۲ في الشكل .)٠١- ٤(‏ 


٤‏ آما الحالة الخاصة التي يكون فيها المستقيم 
موازيا لحور صہ . مثل س = ۲ في الشكل 
»)١١- 4(‏ فهی حالة خاصة من المعادلة 
(۱۹-۶) الذ کورةفی بداية هذا البند» وهی 

وا ۰ 


نتيجة أن ب = ۰۰ د۳ 
في المعادلة العامة | س + ب ص + جد ٠‏ شکل )١15-5(‏ 
وبا أن م - حل 

ہے 


غير معرف عندما ب = ٠ء‏ فإننا لا نستطیع التحدث عن ميل الستقیم الوازي لحور صہ 
لأنه غير معرّف فی هذه الحالة. 

ما تقدم نستطيع أن نقول أن المعادلة الخطية بصورتها العامة (4 -۱۸) 

أس + ب ص + ج - ٠‏ 

يكن استخدامها لتمثيل المستقيم في جميع أوضاعه. وأن المعادلة ٤(‏ -۲۰) 

صن حم من ٣‏ د , 

يكن استخدامها لتمثیل الستقیم في جمیع ا حالات ما عدا ا حالة التي یکون فیها موازیا 
لحور صہ» فعندها نستخدم (4 -۱۹). 


لب» لب في الشکل (4 - ۱۷). 


شال ۲-9 ل ب 


أوجد ميل ومعادلة كل من المستقيمات ل » 


ني ۳ 


)۲۱- ٤( -میل المستقيم ل, نحصل عليه من المعادلة‎ ١ 


سس 
۳ ری 5 شکل ٤(‏ -۱۷) 


لوست ۵ 
ص سم س +۵ 


وحیث إن النقطة (۰۲ -۱) تقع على ل, فان 


سه ص = - ل س + سل هي المعادلة المطلوبة 


۲۔ با أن المستقيم ل, يوازي محور س- فان ميله م, = ٠‏ 
فتكون معادلة ل, : 
ضرت دك فيد ا 


وحيث إن ل, یر بالنقطة (-۲ - 


3 


١ 
: ۲فان‎ 
)فان‎ 7 


ص = - ل ٢‏ هي المعادلة المطلوبة. 


۳ الستقیم ل, يوازي محور ص- ولذلك ليس له ميل» فتنطبق عليه العادلة ٤(‏ - ۱۹) : 
ی 2 2 
سً 7 = عددا ثابتا 
وحیث إن ل, يمر بالنقطة (5 ء ۳) فان : 
س = 4 هی العادلة الطلوبة. 


معادلة الستقیم بدلالة الیل ونقطة 


آوجد معادلة الستقیم ا مار بالنقطة (۱ 8 ۳ 


معادلة هذا الستقیم بدلالة الیل والجزء القطوع من محور صہ هي : 


ص = م سن 1د 
وحيث إن م = ۳ فان : 


ص -- ۳ س + د 
وحيث إن (۲۰۱) تقع على المستقيم فان 
۲ =- ۳ (۱) + د 
مد < 6 
فتکون معادلة | مستقیم 
شکل (۱۸-4) 
ص -- ٣س ٠٥+‏ 


وهي تمثيل المستقيم الار بالنقطتین (۰۱ ۲) و (۵۰۰) كما هو مبين في الشكل (4 -۱۸). 


آوجد معادلة الستقیم الذي میله م ویر بالنقطة (س, + ص)). 


في معادلة الستقیم (4 -۲۰) ص = م س + د 
تعوض عن امن وصر) بالنقطة زس صن ) فتحصل على 

ص م س +د 

وبطرح العادلة الثانیة من الأولى نحصل على العادلة المكافئة 

ص - ص, = م (س - س,) ( ۲۲ 
وهي العادلة الطلوبة للمستقیم بدلالة میله ونقطة علیه. 


) ٤ ( ملاحظة‎ 


بإمكاننا الآن الوصول إلى معادلة الستقیم الطلوبة في الثال (4 -۱۳) بالتعویض في العادلة 
(4 -۲۲) عن م و (س, ۰ ص,) بالقیم العطاة في ا مثالء فنحصل على : 

ص - ۲ = (-۳) (س -۱) 
سه ص = -۲ اس +ه 


نتیحة ٤(‏ ۱( 
إذا كان المستقيم ل يمر بالنقطتین (س, » ص,) و (س, » ص,)؛ حيث س,م٭ س,» فان 


ص ص 
= ل بتطبيق (-۲۱) 
1 ن مین ير 

ص ` ص 
اص = ل (س س ) بالتعويض في )۲٢ _٤(‏ 

> ص 7ص س س ہو دہ بالتعويض في 
سب تاد ھت : )۳-4( 

سے۔> سس ۱ س, سس ۱ 


وهي معادلة الستقیم ل بدلالة النقطتین (س, ۰ ص) و (س, ۰ ص,) الواقعتین علیه. 


آوجد معادلة الستقیم المار بالنقطتین (۰۲ ۲) و (-5۰۲) 


صد 
بالتعویض فى العادلة ٤(‏ -۲۳۰) نحصل على (-۰۲) 
ہے ہے اك > اداه كت 
س - ۲ -۲ ۲ 
- ۱ 
(۲۰۲( 


ے ص = دس + ٤‏ 


سے 
شكل ٤(‏ -۱۹) 
ملاحظة ( - ۵) 
في المثال ٤(‏ - ۱۲) نستطیع الآن الحصول على معادلة الستقیم ل بالتعویض الباشر في 
العادلة ٤(‏ - ۲۳). 
ص )١-(-‏ سس 
س -۲۷ .۰۰ ۲-۲-۰ 
۱ 
٤‏ 
سه ص -- ل (س - ۷)-۱ 
ار تک 
یھ بت ۲ 


آوجد معادلة الستقیم الوازي للمستقیم س - ل ص = 4 والار بالنقطة (۰۱ -۱). 


س - .2 ص ٤=‏ 
۳ 
۳ 
چه ص ۶ سس ۱۰ 
ما يدل على أن ميل الستقیمین يساوي ل» 
فتكون معادلة المستقيم الطلوب 


ص - (-۱) = (س - ۱) بتطبيق (4 - ۲۲) 


- ۳ ه 
عدص ۲ سب ۲۷ 


آثبت (مستخدماً مفاهیم الهندسة التحليلية) أن الستقیم الواصل بین منتصفي ضلعين 
في مثلث يوازي الضلع الثالث. 


نفرض أن رؤوس الثلث هي | (س, » ص,)۰ (س, ۰ ص) ۱ قن 
ب (س, » ص,) > ج (س, » صب) كکمافي 
الشکل .)۲١ - ٤٤‏ ونفرض أن د منتصف د 


الضلع [اب]ء ه منتصف الضلع [| ج]. من 


قانون منتصف القطعة الستقيمة فان إحداثيات 7 ۱ (س, ۰ صب) 
1 سے[ ٠‏ ص, 


النقطتين د » ه هی : ج سے 


) س 7 سې ۲ یر ) شکل ٤٤‏ -۲۱۰) 
۲ ۲ 


شكل (۲۰) 


ہے تسد ص س ) 
۲ ۲ 


۱ ۱ 
٦‏ (س, + س,) - ل (س, + سب) 


ص, ‏ صم 
3 حیت سم لد س, 
س, سر م 
حم ده / باج من النظرية )٢- ٤(‏ 
ملاحظة ٤(‏ -5) 


في حالة س, = س, فان كلا من د هب . ب ج يكون موازيا لمحور ص- وبالتالي يكون 


ده / باج 


في المثال ٤(‏ - ۱۷) أثبت أن اد ه| = ل اب جا 


معارین 8 ۔-۔۳) 


في التمارين من (۱) إلى (۹) احسب ميل الستقیم (إن وجد) ا مار بالنقطتين البینتین : 


)۲ ۰۷( ۰۳ ۰۶( ٥ (fc (NY) 0 

۱۶ 6۰ 6 (--۰ 4 ۱ ۰ ۱ - ۱ 
٢۔ ٦ )١١٤۔-( )٤:١٠-(‏ م۶ رہ سوک 
۳٣ے‏ (ر٣‏ ۰۰۰ ۵) ۷ (٢ء‏ ص) (۱-۰۳) 
6 ۰۲-۲ ۰۲-۲ ۵) ۸- (س , » ص )۰ (۰۲ ۱) 


-٩‏ (س,۰ ۰(۰)۰.ص) 
في التمارین من (۱۰) إلى (۱) آوجد ميل الستقیم ( إن وجد) من العادلة العطاة : 


۳-۰ س ٤+٤‏ ص = ۲۰ دس د ده - ص 
٥ 1١‏ س + ۳ ص - ١5 ٩‏ -س +۱ = صفر 

٥ ۱ 55‏ 
1١‏ ۲ ص +/ا- تید ہی تصن تا 


في التمارين من (15) إلى (۲۳) ضع كلا من العادلات الخطیة في الصورة القياسية بدلالة 
الیل والجزء القطوع من محور ص- » وارسم المستقيم الذي يمثل كلا منها : 


٢-٦‏ س + ۳ ص = ٦‏ ےجو سرت ت۱۳ 
٥‏ 
۲-۷ (ص - س) =۱ ۲-۱ ص + ۷ - ۷ 
۱ موی )مت ا © ۰ 3 
فاص و تا ۹ (ص -)١‏ سدس اعد 
٥ ۳‏ 
E OS 4‏ ۲۳ س +۱۰ ص - -۱۳ 


۲ ۳ 
في التمارین من ۲٢(‏ إلى ۹٩‏ ۲) آوجد معادلة الستقیم الار بالنقطتین ںہ بیل م في كل من 


۶ ده ۰( 6۲۲ ۲2 ۷ ده = ۵۱۵ ۳ 

5 5 ۱ ۳ 

۵ ده دوہ یت a‏ ۸ ده = ۱ ۵۱۱۳۶ ۱:۵ 
۲ رہ )٤-۳-(=‏ م2 ۲ ۹ ده -(۰)۲-۰۰ ہت 
۲ 3 ۵ 


في التمارین من (۳۰) إلى (۳۳) ضع العادلة ا خطیة اس + ب ص + ج - ۰ في الصورة 
التي تمثل : 
ضرف ال لمات اا ےک 
[#دمجبوغة یبای اللقاطعة فى 1-13 
۲- مجموعةالمستقيمات الوازية للمستقیم س + ص = ۰ 
۳- مجموعة المستقيمات التقاطعة في (۱ ۰ )١-‏ والوازية لحور س- . 
استنتج معادلة الستقیم في كل من التمارین من (۳4) إلى (۳۹)ء علماً بأن | - (۲۰۱) 
ب = (-۰۱ ۰۰ ج < (۰۲ ۰۱ مع رسم الستقیم في كل حالة : 
٤۔‏ اب ۳۵ اج ٣۳۔بجہ‏ ۳۷- اد حیث د. منتصف القطعة آب ج] 
۸۔ ب هھ حيث ه منتصف القطعة [ | ج ] 
۶۹ جو حیث و منتصف القطعة [|ب ] 
۰ - حدد ك بحیث ير الستقیم ك س + ۲ ص - ك + ۲ = ۰ بالنقطة (۲ » -۳) 
١‏ حدد ك بحیث يكون ميل الستقیم ٦‏ س - ك ص + 4 = ۰ مساوياً للعدد -۲ 
ص 


يقطع محور س- عند (۰1 )٠‏ ومحور ص عند (۰ > ب). 


ملاحظة : تسمی هذه العادلة معادلة الستقیم بدلالة الجزء القطوع من محور س- 
والجزء القطوع من محور ص- . 

في التمارین من (4۳) إلى (47) آوجد معادلة الستقیم ل موضحاً إجابتك بالرسم : 
۳ - ل ير بالنقطة (-۲ . ه) بیل -۲ 


6 - ل يوازي الستقیم س + ص = ۱ ویقطع محورصہ في ( ٠‏ ۳ 
5 - ل يتقاطع مع الحاور الإحدائية في (-۰۳ ۰6۰ (۵۰۰) 


45 - ل يوازي المستقيم ۲ س - ٣‏ ص = ۰ وير بالنقطة (۰۷ ۲). 


٤‏ 5 نظام معادلتین من الدرجة الأولى في متغیرین 
کل زوج مرتب (س » ص) من الأعداد ال حقيقية يحقق العادلة 
٣س‏ -ص =۱ (55-5) 
یسی خلا لهذه الادلةء وحبت أن هناك 

عدداً غير منته من الأزواج الرتبة » مشل 

ریس-1) رب )۲۰۱ (-۱ 4-0 

... إلخء كلها تحقق العسادلة (4- 6۲ 

فانه من الواضح أن مجموعة اخل للمعادلة 

)۲٢-٤(‏ هي مجموعة النقط الواقعة على الخط 

الستقیم ل البین في الشکل (4 -۲4) وهي 


جم رجہ عبر مندهية. 


4576 


كذلك المعادلة 
س + ص = ۳ (o-4)‏ 


لها عدد غير منته من الحلول مثلة بالنقط الواقعة 
على الستقیم ل, آلبین في الشکل (4 -۲۵). 
آما إذا كان الطلوب إيجاد حل للمعادلتین 
)٤٢-٤(‏ و -۲۵) معاء أي مجموعة الأزواج 
التى تحقق المعادلة (4 -۲) والعادلة )٥٢ - ٤(‏ 
في آن واحده فانه من الواضح آننا نبحث عن نقط س- 


تقاطع الستقم ل, مع الستقیم ل, » أي النقطة شکل (-۲۵) 


(۲۰۱). کما في الشکل (4 -۲۹). نقول في 
هذه الحالة إن النظام الکون من العادلتین 

٣س‏ -ص - ۱ (55-5) 
س + ص = ۳ (o-4)‏ 


)۲۰- ٤٤ شکل‎ 


له حل واحد هو (۱ ۰ء آي أن س = ۰۱ص = ۲. وقد حصانا على هذه النتيجة من الرسم 
تعتمد على التخلص من آحد التغیرین للحصول على معادلة مكافئة بمتغير واحد. وفيما يلي نقدم 
آولا طريقة ا حذف. ثم تلیها طريقة التعویض في حل الأنظمة الخطية. 


الحل بطريقة ا حذف 


۱-بجمع معادلتين )۲٢- ٤(‏ و (4 -۲۵۰) نحصل على معادلة 
(۳ س -ص) + (س + ص) = ۱ +۳ 


۲ - بضرب العادلة ٤(‏ -۲۵۰) في -۰۳ ثم إضافتها إلى ٤(‏ -۲4) نحصل على 

(-۳) (س + ص) + (۳س - ص) = (-۲) (۳) + ۱ 

جم - 4 ص =-۸ 

ج> ص = ۲ 
فيكون حل النظام المكون من المعادلتين (4 -755) و (5 -55) هو »)۲١١(‏ وهذا يتفق مع 
النتيجة السابقة التي توصانا إليها بإيجاد نقطة تقاطع المستقيمين ل و ل,. 


وسوف نعتمد على الأسلوب الجبري في إيجاد حلول الأنظمة الخطية من نوع (4 -۲) و 


(4؛ -۲۵) لانه سرع وأكثر دقة. لاحظ أننا تخلصنا من المتغير ص في الخطوة الأولى للحصول على 
قيمة س ثم تخ تخلصنا من س في الخطوة الثانية للحصول على قيمة ص. 


بصورة عامة إذا كان لدینا نظام مکون من معادلتین من الدرجة الأولى في التغیرین س ۰ ص 
س + ب, ص = جم 
أ, س + ب, ص = جم 
فان حل هذا النظام بطريقة الحذف تكون باتباع الخطوات التالية : 
١‏ - نتخلص من ص بضرب العادلة الأولى في ب, والثانية في (-ب,) ثم جمعهما ب, (|, س + 


ب ص) - ب, ( أ س + ب ص ) = بې جم - ب جم 


(۲٦ - ( 


( ب - ار ب ) س = بم جم - ب جم 


في حالة |, ب, - !, ب, + ۰ نستطيع القسمة على هذا القدار للحصول على قيمة 


وچ تع r‏ ھی 
س - (ا۔ ۲۷) 


ار ب, - اب سب 
آما الحالة |, ب, - !, ب = ۰ فسوف نعالجها في النظرية (6 -۳) اللاحقة. 

۲ - نتخلص من س بضرب العادلة الأولى في (-/,) والثانية في |, ثم جمعهما -|, (|, س + 
ب ص) + ا (|, س + ب, ص) = - اہ جم + | جم 
(| بم - ا ب )ص = | جم - أ جم 


)۲۸۰- $© 


والعادلتان ٤( ۰0۲۷ - ٤(‏ -۲۸) تکافتان النظام ٤(‏ -۲۰۰) لأن عملیات الضرب والجمع 
الشار إليها أعلاه ینتج عنها معادلات جديدة مكافئة للمعادلات الأصلية. فنستنتج أن حل النظام 


ملاحظة ( ۰ ۷) 


یکتب القدار | ب, - ا, ب آحیانا بالشکل | أ بم 
اب پم 


ویسمی محددة من الدرجة الثانية» صفها الأول |, ب,ء وصفها الثانی !, ب,؛ وعمودها 


۰ ا مس ١‏ 5 
اون رسای ے وت ها ای مجوو یبن لحضرین زر بو رها کر 


۲ 
ب 
( کک بم 

وبالتالي يصبح حل النظام ٤(‏ -۲۰) الذي توصلنا إليه في ٤(‏ - ۲۷) و ( -۲۸) بالشکل 


مكون من ب » أو . فتکون قيمة المحددة 


6۲۹-4 ”ا‎ ۱ EE 
بم‎ ٣ ۳ 5 
5 چم 5 1 پټ‎ 0 
)۳۰-۶( 0 | 5 ۱ - ص‎ 
۲ ٠ ۲ ۲۰ * ۲ 


لایحاد حل العادلتین (4 -4 ۰۲ (-۲۵) الانفتی الذ کر 
٣س‏ -ص - ١‏ ۱ 
س + ص = ۳ 
بالتعويض نتبع الخطوات التالية : 

١‏ - نختار إحدى المعادلتين» ولتكن الأولى» ومنها نعبر عن أحد المتغيرين» وليكن ص» بدلالة 
المتغير الآخر فنحصل على ص = ۳ س -۱ 

۲- نعوض عن ص في المعادلة الثانية للحصول على معادلة من الدرجة الأولى في س ونوجد 
حلها س + (۳ س -٠١)۔‏ ۳ 


٤= س‎ ٤ 
۱ = س‎ 

۳- نعوض عن قيمة س التي حصانا عليها من ا خطوۃ الثانية في العادلة التي توصانا إليها في 
الخطوة الأولى 


ص = ۳ (۱) -۱ 
- ۲ 


فیکون الحل (۰۱ ۲) هو الذي توصلا إليه فى بداية هذا البند. 

وبتطبیق هذه الطريقة. أي طريقة التعویض. على النظام (4 - )٦٢‏ فإننا نتحصل على 
النتيجة ( -۲۹) و (-۳۰) التی سبق أن توصلنا إليها بطريقة احذف. وسنترك تفاصیل 
التحقق من ذلك للطالب. 


س - ص = ١‏ 


باستخدام (4 - ۲۷) نحصل على 


١‏ حا 
۰ ۲ 


سس 


])۱(۸)١-( - )۲()١([ + ])٥( )٠-(- )۲()۱([ = 


- 
۳ 


وباستخدام (4 -۲۸) نحصل على 


) + ۲( + )۱-( = 


فتکون مجموعة الحل هي لے ٠‏ - ل £ 
وهي نقطة تقاطع الستقیمین الممثلين للمعادلتین. 
كما في الشکل (4 -۲۷). 


شكل (٤۔۲۷)‏ 


تحقق من صحة هذا الجواب بالتعویض فى العادلتین. 


حالتا الانطباق والتوازی 


آوجد حل النظام س - ص = ۲ 
٣س‏ ٣ص ٦=‏ 


ہے گت 
1 


۾ مہ 
1 


وبالتالي لا نستطیع أن نطبق (4 - ۰۲۷ 
(۲۸-۶) لأنه لا تجوز القسمة على الصفر. ولکن 
اللاحظ أيضاً في هذا النظام أن العادلة الثانية 
نحصل علیها بضرب المعادلة الأولى في ۳ء أي أن ین 
العادلة الثانية مستنتجة من الأولى فهي تکافٹھا 
ولهما بالتالي مجموعة ا حل نفسها. والشكل 
ہیں یو یی وسر شکل ۵ -۲۸) 
واحد. أو بعبارة آخری-آن المستقيمين الممثلين 
لهذا النظام منطبقان. فتكون مجموعة الحل هي (س » س - ۲) لكل س 3٤ء‏ وهي مجموعة 
غير منتهية تمثلها نقط المستقيم المبين في الشكل (4 -۲۸). 


أوجد حل للنظام س - ص - ۲ 
۳س 7 اص = 5 


52 
| 


ج 
| 


ومرة آخری لا نستطیع تطبیق ٤(‏ - ۲۷) ء۰ )£ c(TA-‏ 
ولکن نلاحظ هنا آن العادلتین بعد 


وضعھما في الصورة القیاسیة اف 
ص = س - ۲ 
ص = س ب 


شکل (۲۹-4) 

يمثلان مستقيمين متساویین في الیل ومختلفین في قيمتي الجزء القطوع من محور ص › ما يدل 
على أن المستقيمين متوازيان ء وحيث أن مثل هذين المستقيمين لا يتقاطعان» فإنه لا يوجد حل 
للنظام المعطى. 

إذا استخدمنا طريقة التعويض لإيجاد حل النظام الوارد في المثال (4 -۲۰) فإننا نحصل على 
ص - س - ۲ من المعادلة الأولى 
٣س‏ - ۳ (س - ۲) = 5 بالتعويض في العادلة الثانية 
جم (۳-۳)س = ٦‏ -5 أو ۰ اس = ه 
وبذلك تتحقق العادلة الثانية مهما كانت س . 

آما النظام الوارد في ا مثال ٤(‏ -۲۱۰) فیعطینا 
ص = س - ۲ من العادلة الأولى 
٣س‏ - ۳(س - ۲) = ۰ بالتعویض في العادلة الثانية 
جم (۳-۳) س ٦=‏ أو ۰ “اس ٦=‏ 


وبذلك لا تتحقق المعادلة الثانية مهما كانت س أو بعبارة أخرى تكون مجموعة ا حل في هذه 
الحالة المجموعة الخالية © . 


الصيغة العامة لحل الأنظمة الخطية 
لنعد الآن إلى النظام (4 -۲۰) ونسجل ما توصانا إليه من نتائج في النظرية التالية : 


نظرية (4 ۲۰) 
في نظام المعادلتين من الدرجة الأولى في س و ص 


س + ب, ص = جم اس + ب, ص = جم 


| | |ذا کان‎ )١( 


۱ 


(۲) إذا کان 


٢ 


فان النظام له عدد غير منته من ا حلول. 


(۳) |ذا كان 


۲ 
جح 
۹ ہے 
ولکن 
ے جا 


فان النظام لا یکون له حل. 


البرهان 


إذا ضربنا العادلة الأولى في النظام ٤(‏ -۲۲) في ب, والثانية في (-ب,) ثم جمعناهما فإننا 
نحصل على العادلة 


0 ہے دا أ,) س = جم ہے م یڈ ( -۲۹) 
وإذا ضربنا المعادلة الأولى فى ( -۱,) والثانية فى أ وجمعناهما فإننا نحصل على المعادلة 
(, ب, - ب )ص = ا جم - جم | (4 -۳۰۱۰). 


والمعادلتان (6 - ۰)۲۹ (4 -۳۰) تکافتان النظام (4 .)٦٢-‏ 


ا في حالة | بې - بم أ + ۰ يكن القسمة على هذا القدار للحصول على ا حل 
(5 ۰6۲۷ (4 -۲۸) الذي يتفق مع نص النظرية. 

۲ 
٤(‏ -۲۹) صحيحة لكل قيم س الحقيقية لن كلا من طرفیها يساوي الصفر. كما أن العادلة 

۳ فی حالة آ, ب, - بم أ = ۰ ج ب - ب چم عع ۰ لاتکون العادلة (-۲۹) 
صحيحة مهما كانت س لأن طرفها الأين يساوي الصفر لجميع قيم س الحقيقية بينما طرفها 
الأیسر لا يساوي الصفر. وكذلك ا حال بالنسبة للمعادلة ٤(‏ -۳۰). 


إن التفسير الهندسی للنظرية (> - ۳) يكن توضيحه بسهولة عندما تکون ب ٠#‏ . 
ب, عد ۰ ذ یکننا عندئذ وضع النظام )٦٢- ٤(‏ في الصورة القياسية 


۲- في حالة أ ب - چ جم ب, - ب ج = | ج 


- ج | = ٠‏ تصبح المعادلة 


ی 
کا یں ۲ سی ہے + 
ص نس ب, م س ام 
۳ ج 
صن بم سن ۴ ب 5 r‏ سس 5 د 
كم 5 ۱ جم چم 
حيث م = ۲م ےی pg‏ ب 


۱-عندماارب, - ب, |, ج٠‏ فان القسمة على ب ب عو ۰ تعطى 


ما یعنی آن الستقیم ل الذى يمثل المعادلة الأولى یتقاطع مع الستقیم ۳۹ الذی هثل العادلة الثانية 
إذا اختلف میلاهما. 
۲- عندما أ ب, جو ۱ 5 ہے ا سا فإن القسمة على ب بې تعطي 


جج ۱ لستقیم 9 ينطبق على المستقيم ل,. 


۰ ہے س و 5 ٠‏ فا“ 
۳ عندما ار ب, ب آم چ ہے چھے م2۶ فان 


6 ‘° د عدم بالقسمة على ب, ب, عد ٠‏ 


١ 
سه المستقيم ل, يوازي المستقيم ل,.‎ 
مسائل ت تطبيقية‎ 
كثيراً ما تستخدم العادلات الخطية في متغيرين لحل مسائل من ا یاة اليومية» وذلك بالرمز‎ 
للكميات المطلوب إيجادها بالمتغيرين س ۰ ص ثم ترجمة المسألة إلى معادلتين واتباع الأساليب‎ 
الموضحة آنفاً لایجاد الحل.‎ 


إذا كان الفرق بین عمري أخوين ثلاث سنوات» ويقل عمر الأكبر عن مشلي عمر الأصغر 
بعشر سنوات. فما عمر كل من الأخوين؟ 


ص = عمر الأخ الأصغر 


فنستنتج من العطیات أن 
س = ص + ۳ 
۲ ص = س + ۱۰ 
وبتعویض قيمة س من العادلة الأولى في الثانية نحصل على 
۲ ص = (ص + ۳) + ۱۰ 
ص - ۱۳ 
س = ۱۳ + ۳ - ۱۲ 


فیکون عمرا الأخوين ١5‏ و ۱۳ سنة. 


إذا كانت ۳ کلغ من البرتقال و ۲ كلغ من التفاح تکلف ۲۲ ریالاً بینما ٥‏ کلغ من البرتقال 
و۳ كلغ من التفاح تکلف ۳٣‏ ريالاً» فما قيمة الکیلوغرام من کل منهما؟ 


نفرض أن س = قيمة ۱ کلغ من البرتقال 
ص = قيمة ۱ کلغ من التفاح 
نحصل علی 
۳ س +۲ ص = ۲۲ 
٥س‏ + ۳ ص = ۳۵ 
وبتطبیق القاعدتین ٤(‏ -۲۹) و( -۳۰) نحصل على 
Y1‏ ۲ ۳ ۲ 


۳ © a "#ا‎ 


)۱۰-۹( + )۷ ۰ - ¶( = 
۶ 


5 ۳ ۳۲ ۳ ۲ 
صض - ٥‏ وم ۱ ٥‏ ۳ 
= (-ہ) + )١-(‏ 
ه66 
فتكون قيمة كيلوغرام البرتقال ٤‏ ريالات وقيمة كيلوغرام التفاح ٥‏ ریالات. 


التعامد 

عندما يتقاطع مستقيمان في نقطة واحدة فإننا نتوقع أن تكون هناك علاقة بين ميلي المستقيمين 
وزاوية التقاطع » والنظرية التالية توضح هذه العلاقة في ا حالة الخاصة التي يتقاطع فيها المستقيمان 
بزاوية قائمة. 


نظرية (4 2 4) 
إذا كان الستقیمان ل .ل يثلان العادلتین 


کت اپ تن 
دن و تن تا 
على الترتيب » فان ل ل ل, جه م86 ا 


البرهان 

لنفرض أن ل هو المستقيم الذي معادلته ص = م س وأن ل هو المستقيم الذي معادلته 
ص ع, س 

فنستنتج من نظرية ٤(‏ -۲) أن ل/ 7 ل وآن ل, 7 ل, » كما أن ل, » ل یتقاطعان في نقطة 


الأصل م كما في الشكل ٤(‏ - ۳۰). 


فا( یه ۳۴ 
من النقطة ه-(۱ ۰ ۰) نرسم مستقیماً موازياً لحور ص- فیقطع ل في ده, (۱ءم,) ویقطع ل, 


في ںہ, (۰۱ع,). ومن نظرية فیثاغورس 


ام ی |" = م] +۱ في الثلث القائم م ه نی 

ام يب |" = م +۱ في الثلث القائم م ه به, 

ومن قانون السافة بين نقطتين فان 

3 06 = و 
ہی دام و 

فنستنتج من نظرية فیثاغورس أنه في الثلث دم, ںہ, م يكون 

نم © نم = ٩۰‏ جه 3 نم" = ا له |" + ام نم |" 
جه مأ كم م ما +۲۸۶۲ 


جه م م = 


أوجد معادلة المستقيم العمودي على المستقيم ۳ س - ه ص = ۲ والار بالنقطة (۱۰۱). 


بعد وضع العادلة العطاة في الصورة القياسية 
OEE‏ 
ص ٥‏ سس ٥‏ 


نستنتج أن ميل المستقيم الذي يمثلها م, = كل » ومن النظرية ٤(‏ -4) يكون ميل الستقیم 


العمودى عليه 
۲۰۳۳۳ 
f‏ م ۳ 
فتکون معادلة المستقيم الطلوب 
ص -۱ = - سس (س-۱) بتطبیق 6 - ۲۲) 


بعد نقطة عن مستقیم 

عرف بعد النقطة ںہ عن الستقیم ل الذي لا يمر بها 
بأنه طول العمود النازل من ںہ على ل » أي طول القطعة 
أده ه] في الشکل (4 -۳۱۰) شکا ( ۲۱۰) 
وفي حالة ںہ د ل یعرف بعد ںہ عن ل بأنه صفر. 


ويمكننا إيجاد بعد النقطة رہ (س, » ص,) عن المستقيم ل (! س + ب ص + ج - ۰) 


7 
سيد 


أوجد بعد النة لنقطة (۰۳ 9 ) عن 
عن ا لستقیم س + ۲ ص =۲ 


معادلة الستقیم هي : س ٢٢+‏ ص - ۰-۲ حیث | ١-‏ 


من العلاقة آعلاه نجد أن البعد بین (۰۳ ) والستقیم هو : 


6۱/۲ - ٠١ - ]۲ ۹+۳ | 


٩۷ oV 
سنا‎ 


آوجد بعد النقطة (۰۰ ۰) عن الستقیم ٤‏ س - ۲ ص = ۳ 


بعد وضع معادلة | لستقیم في الصورة 
اس + پ ص تیج 
نجد آن | ب = ٢-‏ ج <-۳ 2 فنستنتج من تطبیق العلاقة آن 
٩ ۷۳ ۳ ۳-۱ ۲‏ 


ر-ل-يجير ‏ _سممجمسسرسسس؟ش+ٌ+س“؟س؟سسب الاب « « سح 
تمارین (؟ -۶) 


في التمارین من (۱) إلى (۸) آوجد مجموعة ا حل لكل نظام بطريقة التعویض. ثم تحقق من 
صحة إجابتك بالرسم البیائی: 


() س + ۷ ص - ۱ )٥(‏ ۱۰ س - ۳ ص ٤=‏ 
٥‏ 
س ص = ه س سین ۱۳۶ 
(۷۲)ص <- ۲س +۱ (5) اس + صدا 
۲ص = ۶ س +۲ ۲ س + ۲ ص = ۰ 
(۳) س +۲ ص = ۰ (0) س - ص = ۲ 
4 
ص ۳۳۱۶ س + ص < سم 
(4) س + ۲ ص - ١‏ (۸) س ٤+‏ ص = ۰ 
س ۲ ص - ١‏ ص + ٤‏ س = ۰ 


فى التمارین من (۹) إلى (۱۸) آوجد ا حل بطريقة الحذف : 


۱ - س + ص ت۴ (۳)۱۶س +۲ ص‎ )٩( 
١ = سس ۲۶ ص‎ ١ = س - ص‎ 
دس ار ضر حم‎ )18( ١ - (۳۲۱۰س +۲ ص‎ 
تس"‎ "٣٦ ١ - -ص‎ س٢‎ 
۳ -س +۱۰ص‎ )15( ٤= ۳س -ص‎ )۱۱( 
۲۶-2 س +۱۱ ص‎ ٩ - ۲٤ = س + ۲ص‎ ۲ 
٦- = س +۲ ص‎ ٥-)۱۷( ۱۳ - ص‎ - 9 
۳۶ - ۲س +4 ص ۲ ۰ س + ۷ص‎ 
۱ - ینس ای ۳ (۱۸) ل س - ص‎ 
= ی نی كا س + ل ص‎ 


في التمارین من (۱۹) إلى (۲۸) آوجد ا حل باستخدام قانون الحددات : 


۱۲ سم ص =۷ (؛ ٢٢٢س - ص‎  )( 
۱۱ - ص = ه ٣س + ۲ ص‎ - س٢۲‎ 
س‎ ٤+ ۲= ص‎ )۲۵( ٠١ = ص‎ ٤+ س٣‎ )۲۰( 
٤- س - ص - ۱۵ ۳ س = ص‎ ۸ 
۰ 2 8- س - ص - ۲ (50)س -ص‎ ۷ ۲۱( 
۰ = ۸+ س + ۳ ص‎ ٩ = س -۲ ص‎ 
۰ 2 ۲ + س + ص = -۸ (۲۷) ص - ۳ س‎ ۳ )۲۲( 
۰ = ۱۷ + ص = ۳ س + ص‎ ٦ - س‎ 
س - ص - ه‎ ۲ )۸( ٦= ص‎ ۲ + س٣‎ - )۲۳( 
١١-- -ص = ۰ -اس +۲ ص‎ س٣‎ 
إذا کان مجموع عددين يساوي ۲۰ وآحدهما يزيد بقدار ۲ عن خمسة أمثال العدد الآخره‎ )۲۹( 
فما هما العددان ؟‎ 
لدی محمد ۱۷ ربالا جمیعها من فة الریال الواحد ونصف الریال. ذا كان لدیه ۲۱ قطعة‎ )۳۰( 
نقدية » فکم عدد کل فئة ؟‎ 


(۳۱) یخلط بقال نوعين من البن آحدهما یبیعه بسعر ۲۰ ريالاً للكيلوغرام وال خر بسعر ۳۰ 
ريالاً للکیلو غرام» ویبیع الخليط بسعر 4 ۲ ريالاً للکیلو غرام ء فکم ينبفي له أن يخلط من 
کل صنف للحصول على 1۰ کلغ من الخليط بحیث بحصل على ثمن البیع نفسه ؟ 

(۳۲) كانت آسعار الدخول لباراة كرة القدم ٥‏ ریالات للدرجة الأولى و ۳ ریالات للدرجة 
الثانية . فإذا كان عدد الشاهدین ۱۲۰۰ متفرج و کان إيراد الباراة ٦٥٤٤‏ ريال فکم عدد 
رواد الدرجة الأولى ؟ 

(۳۳) إذا كان ثلث مجموع عددين يساوى - سلب بينما ثلث الفرق بينهما يساوي ۰۳ فما هما 
العددان ؟ 

(۳۶) يعمل ويد بأجر قدره : ف وبال للساغة وماج د بأجر قدره : 5 ريال للساعة. 
وقد عملا معا في آحد الأسابيع لدة ٤٠‏ ساعة فحصلا على مبلغ إجمالي قدره ۱ ۲۹۹ 
ریالا . كم ساعة آمضی کل منهما في العمل ؟ 


(۳۰) آثبت أن النقط | (۰)۱۰۰ب(-۲۰۱). ج(4۰۳) هي رژوس مثلث قائم الزاوية 
دون أن تستخدم نظرية فیثاغورس. حدد الزاوية القائمة في الثلث | ب ج . 
(۳) عين الستقیمات التوازية والستقیمات التعامدة من بين الستقیمات التالية : 


(3) ۲س + لاص = ه (د) ٩ص‏ -٦س‏ -۱ 
(ب) 4ص دوين -۳ (ھ) ص = ل (٣س‏ -4) 
(ج) ٤س‏ + ٩ص‏ -۰-۷ (و )ص +۲ -- سس 
(۳۷) آوجد معادلة الستقیم الذي ير في النقطة (۲ ۰ ۳) ویکون عمودياً على الستقیم 
٣س‏ + ص ده 


(۳۸) آوجد معادلة الستقیم الذي یتقاطع مع الستقیم س + ۲ ص + -١١‏ ۰في النقطة 
(-۰۰۱۱) بزاوية قائمة . 
(۳۹) آوجد طول العمود النازل من النقطة (۳۰۱) على الستقیم س + ص - ۲ . 
(4۰) آثبت أن الستقیمات الثلاثة : ۳ س - ۲ ص - ۱ - ٠‏ 
۵ س ٤-‏ ص - ۲۹ = ۰ 
س - ۷ ص - ۳۷ - ٠١‏ 
تتلاقی في نقطة واحدة. 
(4۱) |ذا کانت 21( 4) ب<(۵ ۰ -۰)۱ سك( ۱ د<(-۱۰۳) وکان ل, 
الستقیم العمودي على القطعة [ | ب] والنصف لھا ل, النصف العمودي للقطعة 
[ جد ]ء فأوجد نقطة تقاطع ل, مع ل . 
(4۲) آوجد طول العمود النازل من النقطة ( -۰۱ -۲) على الستقیم ۳ س +۲ ص - ۰5 
)٣٤(‏ آوجد بعد النقطة (-۰۲ ۳) عن المستقيم س + ص = ۰ 
)٤٤(‏ آوجد السافة بین النقطة ( ۰۰۰ ) والستقیم ۷ س ٩+‏ ص = ٦٦‏ 
(40) إذا اعتبرنا السافة بين الستقیمین التوازیین بآنها السافة بين أي نقطة على آحدهما والستقیم 
الخر. فآوجد السافة بين الستقیمین التوازیون ص = س +۰۱ ص = س -۲. وضح 
إجابتك بالرسم. 


 - ٤‏ نظام معادلتین من الدرجة الثانية في متغیرین 

في البند السابق وجدنا أن عملية حل نظام معادلتین من الدرجة الأولى في متغیرین هي من 
الناحية الهندسية ‏ إيجاد نقط تقاطع المستقيمين الممثلين للمعادلتين» وعندما تکون المعادلتين 
مستقلتین » أي غير متكافئتين ء فإنه يوجد حل واحد على الأكثر لذلك النظام. 

ماذا تتوقع إذاً أن تكون عليه الحال في نظام 
المعادلتين من الدرجة الثانية ؟ با أن كل معادلة 
يمثلها منحن في المستوى الإحداثي» فإنه يبدو 
لأول وهلة ‏ بالنظر إلى الشكل ( 5  )”5-‏ أن 
المنحنيين قد لا يتقاطعان» مثل ل و ل, » وقد 
يتقاطعان في نقطة واحدة مثل ل و ل » وقد 
یتقاطعان في نقطتين » مثل ل و ل, » ولكن 
الوضع أكثر تعقیداً من ذلك بقليل» وسنجد أن 
لبعض أنظمة الدرجة الثانية ثلاثة حلول كما في 
الشكل ( ؛ )۳٣٥-‏ أو آربعة حلول كما في الشكل 
(-5”). 


الصورة العامة لعادلة الدرجة الثانية كما ظهرت في ٤(‏ - ۱۷) هي : 

اس" + باص" + جس ص + دس + هص + و = ٠‏ 

حيث | ٠‏ أو ب ٠‏ أو ج ٠+‏ ولکننا لن نحاول أن نعالج الحالة العامة لعادلتین من 
هذا النوع كما فعلنا بالنسبة لعادلات الدرجة الأولی في البند السابق» وذلك لصعوبة الوضوع. 
بل سنتناول أغاطاً معينة من معادلات الدرجة الثانية تکون قابلة للحل اما بالتعویض أو با حذف 
أو بالتحلیل. 

الخطوة الأولى لحل معادلتین من الدرجة الثانية في متغیرین لا تختلف عن مثیلتها في حل 
النظام ا لخطي» وهي التخلص من أحد المتغيرين بالوسيلة المناسبة للحصول على معادلة في متغير 
واحد تكون قابلة للحل بإحدى الطرق التي سبق عرضها في هذا الباب. ثم نحصل على قيم المتغير 
الآخر بالتعويض في إحدى المعادلتين الأصليتين. 


أولاً : النظام المكون من معادلة خطية وأخرى من الدرجة الثانية 


آوجد حل النظام س - ص = - ۱ 
٤س"‏ + ص" - ۲۵ 


مثل هذا النظام قابل للحل في جمیع الأحوال بطريقة التعویض الوضحة في الخطوات 


التالية : 
۱- نستخدم العادلة الخطية» وهي الأولى» للتعبیر عن آحد التغیرین » ولیکن ص٠‏ بدلالة 
الآخر. 


۲-نعوض عن ص في العادلة الثانية بقيمتها التي توصلنا إليها في الخطوة (۱) فنحصل على 
معادلة من الدرجة الثانية في س فقط 
٤‏ س" +(س+١)"‏ = ۲۵ 


۲۵ 2۱+ س۲ + س" +۲ س‎ ٤ 
فشي‎ ٠۔-٤٢-‎ س٢+‎ 'س٥‎ 
نوجد حل العادلة (6 -۳۲) بالطرق الوضحة في البند ( 4 -۱) اما باستخدام القانون‎ ۳ 
. أو بالتحلیل للحصول على قیم س‎ ) ٩- ٤( 
: بتحلیل الطرف الأيمن من العادلة (4 -۳۲۰) نحصل على‎ 
(هس +۱۲)(س ۰-0۲ الها س -۲آوس - ۴ا‎ 
وأخیراً نحصل على قيم ص الناظرة بالتعويض في إحدى العادلتین الأصليتين » ولتکن‎ ٤ 
: الأولى لأنها أبسط‎ 


كريد 


س < ۲ سے ص = ۲ +۱ ۳ 


نس ۱۳ ۔ ح۱۲ + ۱ - سس 
س >> ص 5 ۵ 


وبذلك تكون مجموعة الحل للنظام العطی 
هی [(۰)۳۰۲ (- 0 1 [ 


۱ ٦ 


تمايدل على أن الستقیم الذي يمثل العادلة الخطية 
يتقاطع مع منحنى المعادلة الثانية فى النقطتين 
٢‏ سل س )»كما هو 


موضح في الشكل ( 4 -۳۷) . 


أوجد حل النظام ۳س - 5 ص = ۲۵ 
س" + ص" = ۲۵ 
س = (4 ص + ۲۵) من العادلة اة 
سم( ص +۲)۲۵+ ص" - ۲۵ بالتمویض قن معادلة الدر جة الثانية 


۲۲۵ - ص"‎ ٩+ ص" + ۲۰۰ ص + ه57‎ ٦ 
ص۲ + ۲۰۰ ص + ۰۰ ده‎ ۵ 


ص" +۸ ص +۱۱ - ۰ 


۰ - ٢)٤) + (ص‎ 

ے ص = - 4 

سے س حك (-۱5 +ه؟) دم بالتعويض في المعادلة الخطیة 
فتكون مجموعة اخل للتظام العطى هي 

[(۳ » -5)] ء كماهو موضح في الشكل (۳۸-4) 


صہ 


شکل ٤(‏ -۳۸۰) 
اس" + ب ص" = ج 
آوجد حل النظام س" - ۳ ص- ه 


١١ = ص"‎ ٤+ س۲‎ ۳ 


في هذه ا حالة بإمكاننا أن نعتبر معادلتي النظام خطيتين في التغیرین س" و ص " ونستخدم 
آسالیب البند السابق» أي الحذف أو التعویض لایجاد س" و ص" ء ومن ثم نحصل على س و 
ص باستخراج الجذر التربيعي . 

سنستخدم طريقة ا حذف للتخلص من ص" وذلك بضرب العادلة الأولى في ٤‏ والثانية في 
۳ ثم جمعهما : 

)۱۹ ۳+ (ه)‎ ٤ س۳-۲ ص۲) +۳(۳ س۲ + 4 ص)‎ ۲( ٤ 

٦۸ = س"‎ ۱۷ 

٤= س"‎ 

ے س - + ۲ 

وبالتعويض فى المعادلة الثانية نحصل على 

۳ + 4 ص" = ۱۰ 

۱ ۳ 

ص = 

ے> ص =+ ١‏ 

فتکون مجموعة ا حل هی [(۰)۱-۰۲(۰6۱۰۲(-۰)۱۰۲(-۱-۰۲)] 


أوجد حل النظام س" ص" = ۱ 


س + ص '= ١‏ 


س" = ص" + ١‏ من العادلة الأولى 
(ص" + ۱) + ص" = ۳ بالتعويض فى المعادلة الثانية 


ص' = ۲ (- («TV‏ 
ے ص - + ۱ ۲۷/۱ 
س" = (+۱)" + ١‏ بالتعويض في المعادلة الأولى 

۲٢‏ سد 


TW)‏ ےئ 


ے س =+ ۷ 7س + ,۱ 


شکل ٤(‏ -۳۹) 
ORT OT /5 15170‏ -۱)] کما في شکل 9 ۰ ۳۹) 


فتکون مجموعة الحل هي : 


الثاً : النظام الکون من معادلتین من الدرجة الثانية إحداهما قابلة 


للتحلیل 
ہسۓ 


آوجد حل النظام س" + ٣س‏ ص + ص" - ۲۰ 
س ص - ص" - ۰ 


نلاحظ هنا أن الطرف الأيمن من المعادلة الثانية قابل للتحليل 
س ص - ص ' = ص (س - ص) = ۰ 
حه ص = ۰ أو س - ص = ٠‏ 
في حالة ص - ٠‏ نحصل من المعادلة الأولى على 
س" - ۲۰ 
وس = + ۲۰۱۷ ١۷۸۲+‏ 
فتحصل على النقطتين (۲ ۰۵۷ ۰6۰ (-۰۵۱/۲ )٠‏ 


وفي حالة ص = س نحصل من العادلة الأولى على : 


ے ص - + ۲ 

فنحصل على النقطتین (۰۲ ۰۲ (-۰۲ -۲) 

أي أن مجموعة حل النظام هي [ (/۰۲۰۷ °(« (- ۰۲۰۱۷ ٥٠ء‏ )¥<(« 
(-۲-۰۲)] 


بعض ال مسائل التطبيقية 


آوجد آبعاد الستطیل الذي مساحته ۲4 سم" ومحیطه ۰ سم . 


لمل س 
نفرض أن بعدي الستطیل س » ص فيكون لدينا ص 
س ص = ۲ . 
اس +۲ ص ٠١‏ شکل ٤٤‏ ۔١٤)‏ 
وهو نظام مکوّن من معادلة من الدرجة الثانية وآخری خطية 
ص = ۱۰ -س من العادلة الخطية 
س (۱۰ - س ) = ٢٢‏ بالتعویض فى العادلة الأولى 
س" - ١١س‏ + ۲ = ۰ 


)۲( ۶ - ۰( ١ 
)۹- 4( بتطبيق القانون‎ ٤87010001. 


۲ 
۲+ ۰ 
۲ 


۱ ۱ 9 
عندما س < سب (۲+۱۰) = ٦‏ تکون ص = ۰-۱۰ ٤=‏ 


۰ ٠ ۱ ۰ 
٦ = 4 - ۱۰ = تكون ص‎ ٤-)۲- ٠١( وعندماس سپ‎ 


سے طول الستطیل ٦‏ سم وعرضه 4 سم. ٥‏ 


ماهی آبعاد الصفيحة ال مستطیلة اللازمة 
لنکوین صندوق و کپ وہ نس ہت 7 
المبينة فى الشكل (4 - )5١‏ من آرکانها علما ل 40 - 
بأن مساحة الصفيحة الأصلية ۰ سم" وطول ضلع كل من الربعات التقطعة ٥‏ سم وحجم 
الصندوق ۰ سم" 


٥ 


س - طول الصفيحة الأصلية ٠‏ س - ٠١‏ 
ص = عرض الصفيحة الأصلية شكل 46 
فتكون مساحتها 

س ص = ۰ ۵ (-۳۳) 


واضح من الشكل )5١- ٤(‏ والشكل ٤9‏ -57) أن الصندوق الفتوح من آعلی الذي نحصل 
عليه بعد اقتطاع الأركان وثني الأطراف له الأبعاد التالية : 
طول الصندوق = س - ۱۰ 
عرض الصندوق = ص - ٠١‏ 
ارتفاع الصندوق - ه 
فيكون حجم الصندوق 
٥س‏ -١٠١)(ص‏ - ۱۰) = ۸۵۰ 
سے (س - ۱۰) (ص - ۱۰) = ۱۷۰ 


ے س ص - ۱۰ س ٠١‏ ص ۷۹ = ۰ E‏ 
والآن نوجد س و ص بحل النظام الکون من المعادلتين (4 -۳۳) و (4 - 4 ۳). 
گ2 من (۳۳-4) لان س غب 
ر می کور و ا 
4 س( لاه 7 بالقسمة علی ۱۰ 
٤‏ س - س" - ۵8۰ - ۷ س = ۰ بضرب طرفي العادلة في س 
س" - ٤۷‏ س + ۵1۰ ده 
سے س = ل [4۷ + ۲)6۷(۷ - ])٥٤٥٥٥ ٤‏ بتطبیق القانون (4 - )٩‏ 
[V+ [ =‏ 


سے س = ۲۷ أو س = ۲۰ 
o4‏ 04 
ح> ص = رپ ۲۹ عندما س = ۰۲۷ ص = ل = ۲۷ عندما س = ۲۰ 


فنستنتج آن طول الصفيحة ۲۷ سم وعرضها ۲۰ سم. 


آسند سلم طوله ۲۰ م وآخر طوله ۱۵ م على بناية بحیث وصلا إلى الارتفاع نفسه. فإذا 
كانت السافة بين الطرف الأسفل لكل سلم والبناية تختلف بقدار ۷م ء فما الارتفاع الذي وصل 


إليه الستلّمان؟ 
الل 
باعتبار [أ ب] السلم الطويلء [أج ] ۱ 
السلم القصیر كما في الشکل (٤-٤٣)ء‏ لنفرض 
آن س 
س - ارتفاع السلمین =| أد | 
ص = |جد| 


)٤۴- 5 شکل‎ 


بتطبیق نظرية فیثاغورس على المثلثين القائمین أ ج د» أب د نحصل على : 
س" + ص" = (۲)۱6 - ۲۲۵ 
س" + (ص + ۲)۷ = (۲)۲۰ - 4۰۰ 
وهو نظام مکوّن من معادلتین من الدرجة الثانية. سنتخلص من س" بطرح العادلة الأولى من 
الثانية 
(ص + ۲6۷ - ص "= ۰۰ ۲۲۵ 
15 ص + 4 = ۱۷۵ 
سه ص سل (۱۲۰) < ٩‏ 
و بالتعویض في العادلة الأولى 
س" + (۲)۹ = ۲۲۵ 
سم س - +۷ ۱6۶ 2 + ۱۲ 


وحیث أن الارتفاع س لا يكن أن یکون عددا سالباً فان الارتفاع الطلوب يساوي ۱۲م. 


تمارين( 5 -۵) 


أوجد مجموعة الحل لكل من الأنظمة في التمارين من (۱) إلى (٦)ء‏ موضحاً إجابتك بالرسم 


البيانى : 
لي 

() ص = س (84) - س + ص =۱ 
ص = س" س' + ص" - ١‏ 

(۲) ص = ۲ س -۱ (6) س + ۲ = ۰ 
ص = س" س" + ص" ٤=‏ 

(۳) س - ص =۱ (٦)س‏ + ص = ۲ 
س" - ص = ١‏ س' + ص" = 4 


آوجد الحل لكل من الانظمة في التمارین من (۷) إلى (۱۸) : 


(۷) س + ۲ ص - ١‏ (۱۳) س" + ص" -۱ 
س' +4 ص" - ١6‏ س" + ص" -5 
(۳۸س -ص - ۰ (۱8) س۲ + 4ص" - ٩٩‏ 
س"- ص ٤=‏ اس کے ۴اد 
(۹) ۳ س -ص = -۱ (۱0) س" دص" <- ۰ 
س" - ص = -۳ س ص +1 = ۰ 
()س -ص =۳ () ۲ س۳-۲ س ص + ص" - ۰ 
س ص + ۲ = ۰ س" + ص" + ۲ س = -۲ 
(۱۱)س" + ص'= ۱ (۱۷)س ص + س = ۰ 
(سس =( ص د ؟ ۲س" - هس ص + ص" - ۲ 
(۱۲) س۲ -ص'= ۰ (۱۸)س' + ص" = ۰ 
س" + ص" ٤=‏ س۲+ ص" + ۲ س +۲ ص = ۰ 


(۱۹) آوجد أبعاد الستطیل الذي مساحته 4" م" ومحيطه م 
(۲۰) آوجد آبعاد الستطیل الذي محيطه ۱6 سم وطول قطره ه سم. 
(۲۱) آوجد العددين اللذين حاصل ضربهما يساوي ۳ ومجموع مقلوبیهما -. 


وت الداكتسرة 
لعلك تتذکر أن الدائرة هی محموعة نقط 
الستوي التي تبعد عن نقطة معلومة (و) من 


الدائرة والسافة س نصف قطر الدائرة. 


معادلة الدائ ة 


كما تعلمت فى الصف الثالث المتوسط فإنه 


فل( 
للحصول على معادلة الدائرة في الستسوي 


:- ۵ 
الأحداق رق امرك الاک ىر وراي ۳ 


ان 
0 ع می صہ 
وآن رہ (س » ص) أي نقطة على الدائرة» كما في 
الشكل ٤١(‏ - 55). با أن المسافة من و إلى ںہ 
تساوي س مهما كان موقع ده على الدائرة, فإننا 
باستخدام قانون السافة بين نقطتین نحصل على : 
|وںہ| = س قن 
۷ی- 71+( یا کی 


)16- ٤( شکل‎ 


زیی دزی دی )< - (o‏ 

وهي العادلة القياسية للدائرة بدلالة المر كز (أ» ب) ونصف القطر بی.. لاحظ أن المعادلة 
5 - ۳۵) بعد إجراء عمليات التربيع وتجميع الحدود تأخذ الشكل 

هن ای( اس )نب( سن ادن اب ١‏ 
وهي صورة خاصة من معادلة الدر جة الثانية العامة ٤(‏ - ۱۷) یتساوی فیها معاملاس" وص" 
ویکون فیها معامل س ص صفرا. 


آوجد معادلة الدائرة التي مركزها ( سل -۳) ونصف قطرها ". 


قن 
بالتعویض الباشر في (4 -۳) نحصل علی ۳ 
(س - سك" + (ص - )۲ - ۱۳ 
(س - ل" + (ص + ۲0۳ - ٩‏ 
شکل ٤(‏ -11) 


تحقق من أن العادلة ۳ س' + ۳ ص" ٦+‏ س ۳۰ ص ٠٣‏ = ۰ قثل دائرة» ثم حدد 
مرکزها ونصف قطرها. 


حيث أن معامل س" يساوي معامل ص" (كلاهما يساوي ۳ ) فان العادلة العطاة قابلة 
للتحویل إلى الصيغة القياسية (4 -۳۰۰) : 
س" + ۲ س + ص" - ۱۰ ص = ۱۰ بعد القسمة على ۳ 
س۲+ ۲ س + (-ل)" + ص" - ۰ص + لل ۱۰ + ۲۵ - ۳۲ 
باکمال الربع على س ۰ ص . وبذلك نحصل على 
(س + ۲۱ + (ص - ۲6 = ۲۲ 
وهي معادلة داثرة مر کزها (-۰۱ 6) ونصف قطرها 1 . 


نظرية (4 - ه) 


707 + ص ۲ + جس +دص + مك ۰ 
(۱) تمثل دائرة إذا كانت )+ (مچ)۲ - ه ٠>‏ 


(۲) تمثل نقطة واحدة إذا كانت (2ج)" + (سش)" -ه - ٠‏ 


(۳) لا يوجد للمعادلة حل إذا كانت (ست)" + (سش)۲ -ه < ۰ 


(لا تمثل دائرة حقيقية) 


الو عن : 
بإكمال المربع على س و ص في العادلة نحصل على : 
س۲ + ج س + ( )+ ص" + داص + (-2) = ( )۲ + لج" - ه 


د 


دن 
چا هم 


ج م۲ ھت ۲/2 
سیب تا ا +0 


(۱) عندما یکون الطرف الأيسر من هذه العادلة موجبا فإن العادلة - قياساً على (4 - ه *) _تمثل 
داثرة نصف قطرها 
۷ ہے ب تت 
د 


ج 
ومركزها ( --ج. ع سپ). 


(۲) عندما يكون (ك)" + (-ج)" -ه = ۰ فان 


ج د 
لس سب سے ہیوں 1 


ے٢‎ 


ج رب د 
ہے بے تہ اد 2۱ ۲:۴ ۲۶ 


لأن مربع العدد ا حقیقي لا يكون سالبا 


ج د 
> س ۶ مد ءا ص = > م 
2 جح 5 
نما یدل على أن (- 3 > - ) هي النقطة الوحيدة التي تحقق العادلة. 


ا وی ےد اق اك الگ ید الال 
شی ۲ ۲ بصبح يمن من 
(س + > )۲ + (ص +2 )" < ۰ 


وهذا غير مکن لن مربع العدد الحقيقي لا یکون سالباء ما يدل على أن العادلة في هذه 
الحالة لا يوجد لها حل فى المجموعة م ×ع . 


طبق هذه النظرية ٤(‏ - 5) على المثال ٤(‏ - ۳۷). 


حدد المعادلات التى تمثل دوائر من بين العادلات التالية : 


(۱) س" - ص" + س +۳ ص + ه = ٠١‏ 
(۲) س" + ص" + س +۳ ص + ه = ٠‏ 
(۳) س۲ + ص" + س + ۲ ص + ۱= ۰ 


۰ س" + ۳ ص۲۱۲ ص + من‎ ۳ )٤( 


(۱) نلاحظ أن معامل س" ء وهو۱ ء یختلف عن معامل ص ۲ ۰ وهو -۱ فی الطرف الأيمن من 
العادلت, فنستنتج آن العادلة لا تمثل دائرة. 
(۲) نلاحظ. پاستخدام رموز النظرية ٤(‏ -٥)ء‏ آن 


ر۷ مد رلك +( )0-۲ 


۲ 
۱۰ 
= 7 - ۵ << ۰ 
کن العادلة لیس لها حل. 
(۳) نلاحظ أن 
ود رونت سور کت ہے تھے ١‏ 
ےا هد رسج" +( 20011 ١‏ > 
e‏ -۔جہ -د ۱ ۳ 
سے العادلة تمثل دائرة مر كزها ( ۲ ¢ ۲ ) = (- ۲ و 


ونصف قطرها ٣‏ ۔١‏ ۔ ۷ سيق 


(4) نحول العادلة إلى الصيغة الواردة ف النظرية (4 - ۵) بالقسمة على ۳ : 
14 


س' + ص" - ۷ ص + > د : 
کیہ لے ےی و ےو لكف کے 
) چا 7 چ) ه< ۰ +( 1 5 


إذن المعادلة تمثل النقطة الوحيدة (۰ 2-۰ ) 


استنتج معادلة الداثرة التي تمر بالنقط الثلاث (۰۱ ۰۰(۰6۰ ۰6۲ (-۱-۰۱) وعين مر کزها 


فى معادلة الدائرة 
ہس وی کب جا دی ۰ 
الواردة فى النظریة )٥٥- ١(‏ نعوض عن (س ؛ ص) بالنقط الثلاث العطاة للحصول على 
العادلات الثلاث الآتية : 
۱ + ج + ه ٠-‏ 
٤‏ + ۲ د + ه- ۰ 
۲ - سح د + ی < ۰ 
بطرح العادلة الثانية من الأولى نحصل على 
(۱ + + ه) -( +۲ د+ه) < ۰ 
چھ جے- ۴ د< ۴ (-۳۹) 
وبطرح العادلة الثانية من الثالثة نحصل على 
(۲ - ج -د+ه) -( +۲ د+ه) < ۰ 


سم - ج - ۲د< ۲ )£ (FV‏ 


وبذلك نکون قد تخلصنا من ه الواردة في نظام العادلات الثلاث. وتوصلنا إلى نظام خطي 
فی ج د مکون من العادلتین (۳۹۰-4) و (5 - ۳۷) واللتين بحمعهما نجد : 


اهموده 
سم د = - ۱ 
سم ج = ۲ (-۱) + ۳ بالتعویض فى العادلة ٤(‏ -۳۶۰) 
03 ۰ 
م ه - - ١ - ١‏ بالتعويض في المعادلة الأولى من النظام الأصلي 


س ۲ 


وبذلك نحصل على معادلة الداترة الطلوية 


س" + ص" + س - ص - ۲ = ١‏ 


٥ 
۲ 


سے (س جل" + ( ص )۲-۲ +( + لل" 
بعد إكمال الربع على س ۰ ص 
وهي دائرة مركزها ( --ل,. 7ل ) 
ہے ے ۷ ه _ ۱ ۷ 
ونصف قطرها 7-۷ = - ۱۰۷ 


كما في الشکل (4 - 4۷). 


نظرية (4 -۲) 


یتقاطع الستقیم مع الدائرة ما في نقطتین أو في نقطة واحدة أو آنهما لا یتقاطعان. 


البرهمان: 
العادلة العامة للخط الستقیم أس + ب ص + ج - ٠‏ 
والمعادلة القياسية للدائ ةرس -د)۲ + (ص - ه)۲ = بو" 


یشکلان نظاماً من معادلة خطية وأخرى من الدرجة الثانية» وهو بالتالى قابل للحل 
فى أحد المتغيرين. وبا أن معادلة الدرجة الثانية فى متغير (أو مجھول) واحد ‏ حسب ما ورد فى البند 


(۱-6) لها !ما حلان أو حل واحد أو لا يوجد لها حلء وذلك حسب میز المعادلة» فاننا نستنتج أن 
معادلتي الستقیم والدائرة لهما حلان على الأكثر وبالتالي يقطع الستقیم الدائرة في نقطتین على 
الأكثر. 

عندما بقطع الستقیم الداثرة في نقطتین مر خر 
یسمی هذا الستقیم قاطعا للداترة» والجزء 
الحصور منه داخل الدائرة» وترا . وعندما يقطعها 
فى نقطة واحدة یسمی غاسا للداثرت كما هو 
مبين في الشکل ٤(‏ -4۸). واذا لم یتقاطع 
الستقیم مع الدائرة نقول إن الستقیم خارجي. 

تَعْلَمُ من دراستك في المرحلة المتوسطة أن من شكل (4 -/4) 
آهم خواص الماس للدائرة أنه متعامد مع نصف 
القطر ا مار من نقطة التماس كما هو موضح في 
الشكل ٤(‏ -۹٦)ء‏ حيث ده نقطة التماس مع 
الدائرة التي مركزها و . والشكل (4 -4۹) يوضح 
أيضاً أن بعد المركز و عن المستقيم الماس يساوي 
صف ةالقطر اونا . 


)٦۹-٤( شكل‎ 


أوجد نقط تقاطع ال تقر س - ص + ۲ = ٠‏ مع الدائرة التي مركزها (۰۱ ۰) ونصف 
قطرها ۳. 


معادلة الداثرة هی 


7 


و 


0 


(س - ۲۱ + ص" = ۲۳ = ٩‏ 


ص = س + ۲ 
ے (س - ")١‏ + (س + ۲)' = ۹ بالتعویض عن ص في معادلة الدائرة 
۲ س" +۲ س +ه - ٩‏ 
س" + س - ۰-۲ 
(س + ۲) (س -۱) = ۰ 


سے س = - ۲ ۰ س =۱ 


وبالتعويض في معادلة المستقيم نحصل على ص = ۰ > ص = ۳ على الترتيب» فتکون نقط 
التقاطع هي (-۰۲ ۶۰ء ۳۳). 


یتضح من الشکل (4 -۵۰) أنه لو کان نصف قطر الداثرة يساوي ۱ بدلاً من ۳ لا تقاطعت مع 
الستقیم. تحقق من ذلك بحل العادلتین س - ص + ۲ - ۰۰ 
(س - ۲۱ + ص" -۱ ۰ 


ادرس تقاطع | لستقیم س + ص = ۲ مع الداثرة ۲ س" + ۲ (ص + ۱" = ٩‏ 


نعوض عن ص من معادلة الستقیم في معادلة الداثرة فنحصل على 
۲ س" +۲ [(۲ - س) + ۱)]" = ٩‏ 
س" + ۲ (۳ - س)" = ٩‏ 


سے س = ل هو الجذر الوحید (الضاعف) للمعادلة. وقيمة ص القابلة هي 
ص ل 

وحيث أن المستقيم يقطع الدائرة في النقطة الوحيدة فهو 

ماس لها عند هذه النقطة ء كما هو واضح في الشكل 

.)ه١-#(‎ 


أوجد معادلة الماس عند رہ (4 )١ ١‏ للدائرة التي مركزها و (۳۰۱) والمارة من رہ . 


0 >11 


حیث أن نصف قطر الدائرة[ و ر ] عمودي 


على الماس وحيث أن 
5 ۳۲-۱ . ۲ 
۳۹ 5 ۱ ۳ 
فان ميل الماس = - ےگ ص 
۳ 31 7 


وبا أن الماس ير بالنقطة (5 ۰ )فان معادلته 


شکل (۰۲-4) 
ص -١-‏ سل (س )٤-‏ بتطبیق ٤(‏ - ۲۲) 


ملاحظة )٩ - ٤(‏ 
لاحظ أنه لا يوجد سوی ماس واحد لدائ ة معلومة عند نقطة معلومة علیها. 


ولکن من الواضح أنه بإمكاننا رسم مجموعة من 
الدوائر کل منها ماسة لمستقيم معلوم عند نقطة 95 
معلومة.كمافى الشکل (۵۳-4). ومن 


معلوماتك فى الر حلة التوسطة فان مركو کل داثرة © 
في الجموعة یقع على الستقیم ا مار بنقطة التماس 
والعمودي علی الماس. 


اکھت شکل ٤(‏ - ۵۳) 


آوجد معادلة الماس للدائرة س" + ص" - ٤‏ س - ه = ۰ الار من النقطة (۰۰ ۳). 


س" + ص" - 5 س - ه = ١‏ 

سے (س - ۲)۲ + ص "= ه +ع = ۲۳ 

سے مر کزالداثرة (۰۲ ۰) ونصف قطرها ۳. 
ومن الشکل ٤(‏ -۵4) يتضح أن النقطة ٠(‏ <( 
خارج الدائرة ۰ تحقق من ذلك بمقارنة المسافة بين 
(۰۲ ۰ و (۳۰۰) مع نصف القطر). شکل ٤(‏ ۔٤٥)‏ 


لنفرض أن ميل الماس = م ۰ معادلة المماس بدلالة الیل والجزء القطوع من الحور صہ هي 


ص = م س +۳ )€ -۳۸) 
بالتعويض فى معادلة الدائرة نحصل على 
س۲ + (م س + 4-0۳ س - ٩‏ = ۰ 
ے (م'+١)س'+(٦م-٤)س‏ +4 = ٠‏ (۳۹۰-۶) 


لاحظ أن جذور العادلة (4 -۳۹) أي قیم س التي حققها - تعطي نقط تقاطع الستقیم 
٤(‏ -۳۸) مع الدائرة» فإذا كان هذا الستقیم اسا للدائرة فان للمعادلة (4 -۳۹۰) جذرا واحدا 


(مضاعفاً) وهذا لا یتحقق إلا إذا كان المیز صفراً» أي أن 
5 > ۲ . 5 نت 
(٦م (٤‏ (م + {x(\‏ م ۸٤م‏ 
5 م(50م-48) 


عم م 2 + اي م 5د وچ 


ے ۱۲ س -٥ص‏ + ٠-١6‏ 


١‏ آوجد نقطتى التماس لي یہ وتحقق من أن بعديهما عن (۰ » ”") متساويان. ما يتفق 
۲ -یتضح لنا من الثال ٠١ - ٤(‏ ) أن للدائرة ماسین من نقطة خارجة عنھاء وقد لاحظنا في الثال 


(4۱-6) أنه لا یوجد سوی ماس واحد من نقطة علیها. ماذا تستطیع أن تقول عن الماس 
من نقطة داخل الدائرة؟ 


قارین ز ۲۶ 
فى التمارین من (۱) إلى )٤(‏ اکتب العادلة بالصورة 
س" + ص" + ج س + د ص + ه - ٠‏ للدائرة التی مر کزها ونصف قطرها س : 
١‏ دو( دي س - ۲ 
۲ - و - (۲-۰۱. س - ۲ ۲۷ 


في التمارین من (5) إلى )١5(‏ ضع کل معادلة تمثل دا ة فی الصيغة القياسبة (4 -۳۵۰) 
وحدد المركز ونصف القطر مع رسم الدائرة : 


۵ س" + ص" - ۱٦‏ = ۰ ١-س'‏ + ص" - لاس +ص ت٠‏ 
کے ہس لكين ے٣‏ اس او اا 
۷ س + ص" - 4 س = ٠‏ ع رصحل" + (ص + ۱-۲6۱ 


۸ س' +ص' + ۲ س - ٦‏ ص = ۰ ۲-۶ س۲+۲ ص۲+۲ س -4 ص = ٠‏ 
+۲ ص" - ۲ س = ۰ ۵ -س۲+۲ س ص + ص" - ١‏ = ۰ 
+۲ صا -س += . 5 - س + ص" - ٤‏ س +۲ ص ٦+‏ = ۰ 


فی التمارین من (۱۷) إلى (۲۳) آوجد معادلة الداترة التی تحقق الشروط المذكورة موضحاً 
|جابتك بالرسم : ۱ 
۷ ال رکز (۲ ۰ ۰) وثمر بالنقطة( ۰‏ ۰) 
۸ المركز (۰ ۰ ۳) وتر بالنقطة (۰ ۰ (٦‏ 
٩‏ المركز على الستقیم ص = س ومماسة للمحور س- عند (۳ ۰ ۰) 
۰-طرفا القطر (-۰۲ ۳) و( ۵) 
۱ نصف القطر ۱ ۰ وماسة للمحوین س- و ص 
۲۷۲ ۔قر بالنقط (۲ ۰ -۰۰(۰)6 ۰۳(۰6۰ ۷) 
٣۳۔قر‏ بالنقط (۱ ۰ -۱۰(۰)۲ 6۵ (۵ 4) 


ادرس تقاطع الستقیم مع الداترة في كل من التمارین من (۲4) إلى (۲۸) ء موضحاً إجابتك 
بالرسم : 
4س + ص 2 ۰۷ س" + ص" - ۲۵ 

۵ س + ۲ص ٩=‏ ۰ س۲+ ص۲- ه 

“دص دس +۰۲ (س - ۲۲ + ص۸۲ 

۷-س + ص = ۰۲ س" + ص" = ۱ 

۸-س +۲ ص ۸۶ء س" + اص" - ٤‏ ص - ٦‏ س - ١‏ - ۰ 


حدد موقع النقطة ںہ بالنسبة لكل داثرة في التمارین من (۲۹) إلى (۳۷) ثم استنتج معادلة الماس 
للدائرة ا مار بالنقطة رہ (إن وجد). موضحا إجابتك بالرسم : 
۹-س" + ص"- ۱۰ > رم =( e‏ ۱) 
۲-۰ + اص" = ٩‏ 3 رر - (2 3 ۰( 
۲2۱+ ص'۲۹ ۰ ںہ = ٤(‏ ۰( 
_۲٣‏ سس "+ ۳+۲ - - ٣ے‏ ون = (-۳ 0" 
عن صن سن - جن 
۲ + ص" - ٣س‏ - ۱6 = ۰ یہ - (۲ (f‏ 
۲-۶ س۲+۲ ص۲۲ س +ه ص = ۰۰ ںہ = (۲ ۰ -۲) 
۲+۲۵ ص۳۲ س ۳ص - ۸= ۰۰ , -(۰ ۰ -۱) 
5 س۲+ ص۲-۲ س ٣ص‏ - ۰۰-2۸ رہ ٤(=‏ ۰ ۶( 
۲۷+ ص۲- ٣س‏ ۲ص - ۸= ۰١‏ رہ >(: 3 ۰( 


مارب غا 


۱ - استخدم الآلة الحاسبة لتحویل كل من القيمتين المقربتين للعدد ط : ٣‏ » 
۶ إلى عدد عشري » ثم بّن أي القيمتين آقرب إلى ط؟ 
۲-اعتبر المعادلة : 


هس'- ؟(ه- ١)س‏ + (ه-۱) < ۰ حيث ه رمز لعدد حقيقي. 

(1) آوجد قيمة ه التی تجعل للمعادلة حلاً حقيقياً واحدا. 

(ب) آوجد قيمة ه کی یل آحد الخلين يساوي -۱ ثم آوجد امل اتی 

( د ) آوجد قيم ه التي تجعل للمعادلة حلين مختلفين» وقیم ه التي تجعل العادلة 
مستحيلة ا حل في ع . 


۳- آثبت أن العادلة س" - (ه -۱) س + (ه - ۲) = ۰ لها حل واحد أو حلین لکل قیم ه 
الحقيقية. 


6 -ذا كان ٹی العادلة اس +ب س +ع د ۰۰ ب عدد زوجی فاستتح قائوتا مختصرا 
گار ی الا تن ال ر جریا( ی بے ۱ 
۵ (1) ارسم متحي الادلة ص < - سس" + ۲ س + ۳ علی لفترة[-۰۲ 4] ثم استتتج من 
الشکل جذري العادلة - س" + ۲ س +۳ - ۰ 
(ب) ارسم على الشکل السابق الستقیم ص = ل ثم عين قيمة ل التي تجعل هذا الستقیم 
ماسا للمنحني الذي رسمته. 
(ج) إذا كان ل = -ه فأوجد نقطتي تقاطع المستقيم ص = ل والنحني 
ص = -س" + ۲ س + ۲ معتمدا على الرسم البياني ثم تحقق من ذلك جبريا. 
٦‏ - احسب أبعاد القطعة المستطيلة التي مساحتها ۲ سم" وطول قطرها ۵1 سم. 
۷۔ لدينا قطعة أرض مساحتها ۱۸۰۰ م" نريد 
أن نقسمها إلى ثلاث قطع متساوية كما في 
الطول الإجمالي للسور هو ٠‏ ؛ ۲م فما آبعاد 
قطعة الأرض الأصلية؟ 
۸-لدینا الثلث |(۰۰۳) ب (۰۱ ۶ ج(٦٦)‏ 
(أ) آثبت أن الثلث أ ب ج قائم الزاوية بطریقتین مختلفتين. 
(ب) أوجد معادلة كل من أضلاع الثلث أب ج 
(ج) أوجد معادلة الارتفاع النازل على الوتر وأوجد طوله. 
۹ !ب جد شكل رباعی رژوسه - (-4 ۵) ب ٭>(٤٥٥)‏ جع (۰۸ -۵) د = 
ال وی ع تیف اض الا ؛ آب ج] ‏ [جد] 
[د | ]علی الثرتیب. 
(أ) احسب طول محيط الشکل أب جد 
(ب) احسب الأطوال | هو| ۰ |وش| » أ ع| ۰| ع !| 
(ج) آوجد طول محيط الشکل ه و ض ع . 


( د ) تحقق من أن الأضلاع التقابلة في الشکل هو ن ع متساوية. 
(ه) تحقق من أن الأضلاع المتقابلة في الشكل هو ض ع متوازية. 

۰ -إذا كانت أ = (۰۳ ؟), ب = (-۳۰۲) ج = ٤-(‏ » 9 فأوجد احداثیات النقطة د 
لكي يكون الشكل أب ج د متوازي الأضلاع. 


١‏ -إذاكانت1-(8 3 ٤‏ ب ١-(-‏ > ")جد (۰۱۷ ۱ وكانت د منتصف [ آب]» 


ه منتصف [أجاء فتحقق من أن ده // ب ج وآن | ده | = اب ج|. 
۲ - آوجد معادلة الدائرة المماسة للمستقيم س + ۲ ص = ۳ عند (-۲۰۱) والتي يقع مركزها 
على محور ص-. 


الاس الثاني 


التمارین (۲-۲) 
۱-() لیس تطبیقا. 
(ب) تطبيقا والدی = ص 
(ج) ليس تطبیقا. 
(د) تطبیقاً للدی - ) < سے 
(ه) لیس تطبیقا. 
۲( () م = [(۰۲(۰)۶۰۱ صفر) ])٥٤٥٥(‏ 
(ج) الحال = سے الحال القابل = ص = الدی. 
۳-(ب) ۰۱(ج) لا۰(م ) نعم هما ۰۲ > 
٤-(أ) ۲٢ ۱١‏ ۳۷ ءھ۱+۲ھ۲+ ٢ھ+ٹک‏ 
(ب) الدی = [ ۰۲ ۵. ۱۰ ...] دط. 
۰-(۰۱ (ب) صفر (ج) [۰۱ صفر ] 


التمارین (۲ ۔ ۳) 

۱-() لیس تطیقا : (ب) ف الدی [ 0۰40۳۷ ] لیس اتا لیس فلا :ج 
تطبيقا والدی : [۰۱ ۰۲ ۰۳ ۰4 6]»متباین » شامل + تقابل » (4) تطبیقاً والدی : 
[۰۱ ۰140۳۰۲ ۰]8 متباین » شامل + تقابل + (ه) لیس تطبیقا. 

۲-([)۰۳ ۰4۱ ۰۲۲ ۰۱۲ (ج) نعم ۲ صورة الصفر . ه صورة ۲ . (ه) ط - [ ۰۱ ۲ ]۰ 
(ھ) نعم » لا ( الدی عب الجال القابل). 

۳-(ب)ن, - ۰۱۰۹۰۸ ا علی الترتیب (ج) متباین وشامل » (ف) تقابل. 

٤‏ -(أ) صفرء ۰۱ صفر ‏ (ب) نعم (الدی : الجال القابل)؛ 
(ج) لا(م (٤)۔‏ م (0) = صفر ؛ ع ۵) 

۵-([)- ۰۷۲-۰ ۰۲۷۹۰۵۹-۰۱۸۹ (ب) لا. 


١۔(ا)‏ ۳۰۳() نعم 

۲۔(۹)1ء ۲۰ :۹٦ء‏ س" - ٢س‏ +۰۱(ب) لها (جابة الفقرة ()» (ج) ۰۱۰۱۰۱۰۱ 
(5) إجابة فقرة (ج) . (ه) نعم OE‏ نعم. 

۲٢٢٢( ۳‏ ء (ب)٤‏ ء (ج) صفر ۰ (۵) ۰۱۱ (ه) ۳ س +۲ ۰ (و) ۲ س -۱ 
(ز )۳س ۱ (ج) ۲۷ ۰ (ط) ۸۷ ء (ل) ۰۲۵۵ (ك) ۲۵۵. 

٤۔-(ا) ٦٦‏ ۷ (جاع. 

۹-٥‏ ۱۲-۲ س + ۰۷ ۳ س" + ۷ لیسا متساويين. 


التمارین (۵-۲) 

ام BEDO‏ (ج) [۰۱ ۰1 8] 

۱۲ (ه) [۰۱ ۰۳ ۰۶ 5 ]. 

۳-() [ الصفر ] ۰ (ب) [-4064] له [-2۰]۳۰۱۰۳-۰۱) A‏ 
نعم ۳۸۰۰(نہ)-ی۔(یہ-١)‏ 

VEL‏ سرت ار ۰۲۷ (ج) ۸ صفر -۲۷ص لات حا اہ س. 
۷-1 


التمارین العامة 
(١‏ ) ۱ء۲ ۰۰. 
(ب) [] عه [:۰۲ -۰۳(۰]۲ -۰]۳ .g‏ 
(ج) [ ص : ص = س"+۰۱س كمي ] 
(5) ليس متباینا ولا شاملا. 
۲-() نعم (م٥م)‏ (نه) نہ٢-‏ ٢یہ‏ +۲ . 
(ب) نعم » (مهم) (نه) = ںہ . 
(ج) نعم الدی: صہ. 
۳( ۰۲ -۲] 
(ب) [ ۰۰۷ - 5۷]. 
(ج) [س وی 
9) [س:- ۷ ۳< س < ۳۷ ]. 
۷-٤‏ (۳۰۱] بی 0 ۰ ۰]۷۰۲-۳ [-۰۲ -۰]۷۰۱ 
[۔-٢-۷۰۰۱۱]ء‏ [-۷۰۱-۰۲] ۰۲9۵۰40۳۰۲۰۱۱۰ (۰]۲(۰]۲ 
سس 0" ۱ 
ليس متبایناً ء لیس شاملا ء ليس تقابلا. 
۵-(۱)(م, ۵ ,)(س) -س۰۱-۲( م ۵ م)(س)-س"+؟س-1. 
(ب) ۸۰۱۶ غير متساویین. 


(ج) - ۰.۲ صفر 

٦‏ - تقابلاً. 

۷۔ )١(‏ خاطئة › (ج) خاطئق 
(ب) خاطئة ( د ) صحيحة. 


۸-() نعم »نعم نعم 

(ب) نعم ‏ ( م ۰ م-١)(س)‏ = س م١‏ وم = التطبیق الحاید. 
0 
۲۳ ده م . 


الباب الثالث 
التمارین ۳ ۱ ٤‏ 


ادر مضلع » (ب) ‏ (ج)ء (5) ليست مضلعات. 

کا ای ا ا ا 

5-(1) ۵ب ٦‏ (ج) ۰۱6 (5) رہ-۲ 

۷-(۱۱۲3 ضلعاًء (ب) ۱۲ ضلعاًء (ج) ۸ أضلاع » (:) ۱۳ ضلعاً . (ه) ۱۵ ضلعاً. 
۱ منم 1۵6 سم 

ہو ے ‏ و جب ی تج 

۱۰ 


۲۱ سم؛ ۱۰ سم ۸ سم ۱۲ سم ۱٩‏ سم 


التمارین (۳ ۲ 


۱-() غیر منتظم (ب) غير منتظم (ج) غير منتظم › (و) منتظم. , 
۲-( ۱۲۸۳۶۱۲ (ب) ۱464 (ج) ۱۵۷۳۰ ) ۱۸۰ ند 


٭([1) ۷۰ء (ب) ۰۱۲۹۰ (ج) ۲۱۹۰ . 
4-(1) ۵ (ب) ۱۰ (ج) ۰۲۰ (۵) ۰۳۹ 
٦ے ٥٤‏ ۷ سے 

VSN 


التمارین و کف . 


۳۹ (ب)‎ ۰۱۸۳ TF ACD 
رادیان (ب) ۲۵, ۰ رادياناء‎ 4,۱۰ )(-۲ 


۳ - (۱۲۹)1ء(ب) ل رادیان ء 


۵ 6,۵۸ 
۵,۸ سم » 


5 ۲ 
دوزدہ اا 1 
١5-4‏ 


التمارين العامة 
۷۱-۱ > (ب) ٥ء‏ (ج) ۰۲۰ (۶) ۳۵ 


۲ - ۸۱ سم" . 
۳ - ٩سم‏ ۰ ۱۵ سم ۱۲ سم ۱۸۰ سم. 
٤‏ - ۹۷ ,۵ سم . 


۵ - ۸ سم. 
84 . 
٢,٢٠ -۷‏ . 
08 سم 
ê ۲ ۲ ê‏ ۲ 
۲۸ سم 3 ٥‏ سم ٣‏ ۷۵ سم > سم 3 ٥۵‏ سم > سم . 


الباب الرابع 

)١- 4( التمارین‎ 

۱ - () الدرجة الأولى ء معامل س هو ۳ والحد الثابت -۱ 
(ب) الدرجة الثانية » معامل س" هو ۱ ء معامل س هو -۱ والحد الثابت يساوي صفر. 
(ج) الدرجة الثانية ء معامل س" هو ۳ء معامل س هو صفر ‏ الحد الثابت يساوي ۰۱۱ 


( د ) الدرجة الثانية » معامل س" هو ۱ ۰ معامل س هو -5 والحد الثابت يساوي ۹. 
(ه) الدرجة الرابعة ء العاملات بعد نقل جمیع الحدود إلى الطرف الأيسر هي : معامل 
س* هو ۱ ۰ معامل س "هو -۰۱ معامل س " هو صفر » معامل س هو ١‏ والحد 


الثابت يساوي۲. 
( و ) الدرجة الثانية ء معامل س" يساوي ۰۱۱ معامل س هو الصفر ء الحد الثابت 

يساوي -4. 

۲ س = ۲ أو س ١--‏ 

۱۳۱۷ +۳- -_ ۳ 

۲ | 

۵۹۷ +۳ _ ۲ 

٥ .ہے‎ 

٥‏ - لا یوجد حل 


۳ لح 2 ا‎ 
۲ ۲ 2 
o4١ + Yo 
ا‎ ۳۳۳ - A 
۲ سن‎ 
٤+ - س‎ - ٩ 


۱ - س ٤>‏ أو س ده 


-ه +۷ ۲۸ 
ارح كت 
+١‏ ۱۷۷ 
۳ - س = ۲ 
۶ - س ٤=‏ 


۵ - س - + ۲ 

۲ - لا یوجد حل 

۷ العددان هماه و ۸ 
۸ - العدد هو ۸ 


۱۹ -:(1) 5 د آو س = هب 


- ۷ ۳+ ۳۷+ و۲ 
(ب) س سس تست 
ده + ۷ ه۲+ع وا 
کا وس ماس AS‏ 
۲ د 
۰ - (1) هم - ۶ 


(ب)ه - 1 > الحل الا خر هو 


(ج) هو = - ه 


التمارین (؟ ۳۰۶( 


کسر () ۱ 
(0) صفر ‏ () ٤-‏ 
(۱۱) --2- (۱۲) صفر 
(15) ص = - سل س +۲ 
(۱۸) ص - - سب س + ۱ 
(۲۰) ص = لس ١4+‏ 
(۲۷) ص - تر 
92 من مس 
(5") ص ٤+‏ = ۲ (س +۴) 


(۲) ےچ (4) غیر معرف 
(۷) - (ص, + ۱) 0ك 
۱۳ -۱ (۱) ےج 


(۱۷) ص = س + 


(۲۳) ص - -سم- س - 
(۲۵) ص - 4 = (س +۲) 


(۲۸) ص +۱ = ۰ 


(۲۹) ص + ۲ - - ےس 
(۳۶) ص - ۲ - س -۱ 
(۳۷) ص - ۲ = ٥‏ (س - )١‏ 
رو ند 

)۲+ ص - ه = - 7 (س‎ )٤۳( 


4( ص - ۲ = سے (س - ۷) 


)٤- ٤( التمارين‎ 
۱ ۹ 

حر بی 
( رں ¬( 


(۸) ره ) 


)۱- ۰۳( )۱۲( 

)۱ ۰۷( )١١( 

۲۱ ۵ ۲( )۰( 

)۱۱- ۰۲۳-( )۲۷( 

۱۷ ۰۳ )۲٢۹( 

۲۶ 

(۳۳) £ . كن 

(۳۷) ص - ۳ - سل (س - ۲) 


۳ سے 


١5 6‏ 
۱ 
۴ھ ہت ۲ 


۲ ۷ سے‎ )٤٤( 


(۳۳) ص = -۱ 

)۱+ ص = - سل (س‎ )۳٣( 
۱+ ص = - س‎ )( 

)٤١١(‏ ك ۔-۳ 


۳+ ص = - س‎ )٤٤( 


(۲) العادلتان متکافتتان 

۳ ۱ 
()۱١(‏ ۷ ہے 
(۱4) لا یوجد حل 

۳۳ 5 
)4( (یص -۲) 
(۲۸) عدد غير منته من الحلول 
)°( ۸۰۱۳ 


( 


( 


4(۲) 


۱۹ ۰۲۲ )٣٣( 


۲ ۷ (۳٩( 
۱۳ ۷ (4) 


0 3۴ے 
r.‏ 


التمارین (؟ ‏ ه) 

زفف ۱ 0(9( 
reo‏ ۱( ۰ 
۱۳۴-۸ 0۲ و لم 0( ۰۷( ) 


6۳۷ لے لمم( لب‎ )۱١( 


a 

(۱۳) لا يوجد حل 

IOS)‏ کت کر وی ا ۰۷-۰ نہ 

() لا یوجد حل 

0001 وی رح ا 0 

] )۲ ٠گ سو‎ O} )۲۱( ۳ 4)50( > ۱ 0۱٩( 

التمارین (5 -5) 

۷ (۵ 4 ۰ ۰ ۰()( 

(۸) (-۱ء ۱۰۷۰۳ )١(‏ ليست دائرة 

0)0 .ل (۱۲) ليست دائرة 

7010 سی راد (۱۸) س' + (ص - ۲)۳ - ٩‏ 

(۱4) (س - ۲6۳ + (ص - ۲۳ - ٩‏ (۲۱) (س + )+ (ص + ١-11‏ 
(س - ۱ )" + (ص + ۲6۱ =۱ 

(۲۲) س + ص" - ۱۷ س - ص = ۰ (۲۳) س" + ص" - ۱۸ س ٩+‏ ص +۲۵ = ٠‏ 


)4( (۰۳ )فک رفک ۴) (۲۵) (۰۱ ۲) 

(۰۰()۲۰ ۲) (۲۷) لا یو جد نقطة تقاطع 
ر 3 “SET‏ عم ٤‏ 0 و 

(۲۰) ص = + (س - 4 

(۳۱) لا يوجد ماس (۳۲) ۱۱ ص - ۳ س - ۰-۷۵ 
(۳۳) س -۸ ص + ۳ - ۰ (۳) ص + ۲ = (س - ۲) 
(5") س + ص - ۸= ۰ )۸( ۲ 

٤ )۳۹( 

التمارين العامة 

۳۰ ۰ )۷( ١. (5)؟‎ 


(۸) ص ۳ س -۹ء ۱۰۷ 

(۹) (1) ۲4 +4 ۲۹۷ ۰ (ب) ۰۱۷ (ج) 5۱۷ 
(۰۰۵(۰4۰۱(6۱۰) (-۲0۹) 

(۱۲)س۲ + (ص - )۱ت ۵ 


شرکه اللطاح الاهدية لاو فيبيت العدردة 
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